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Исследование жесткоцепных молекул (и жидких кристаллов), которые будем далее 

называть «стержнями», привело к созданию «надежных» теорий, объясняющих явления 

упорядочения как для жидких кристаллов, так и для жесткоцепных полимеров с различными 

механизмами гибкости. В то же время теории нематического упорядочения 

полиэлектролитных стержней (диссоциирующих на заряженный макроион и мобильные 

противоионы в растворе) предлагали 

различные физические интерпретации 

явления. Неполный учет 

электростатических взаимодействий 

между заряженными компонентами 

системы приводил порой к качественно 

неверным результатам. Детальный учет 

многочастичного электростатического 

взаимодействия между заряженными 

компонентами системы
1
, позволил 

заключить, что эти взаимодействия между 

стержнями соответствуют эффективному 

притяжению и более того, способствуют 

нематическому упорядочению во всех 

рассмотренных режимах. 

Однако одним из приближений этой теории является предположение о непрерывном 

распределении заряда вдоль стержней (заряд равномерно «размазан» по стержню), однако 

такое приближение неудовлетворительно
2
 в случае высокой концентрации стержней или их 

слабой заряженности. В данной работе нами предложена модель
3
, точно учитывающая 

расположение зарядов вдоль стержней, а так же их «точечность» (Рис. 1). Был посчитан вклад 

электростатических взаимодействий в свободную энергию системы: 
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здесь m - полное число звеньев стержня, t  - доля заряженных звеньев, r  - концентрация 

стержней, V  - полный объем системы, f (u,n)  - это ориентационная функция распределения с 

директором u . Проведены численные вычисления для случаев изотропного и полностью 

упорядоченного распределения стержней, было продемонстрировано усиление роли 

Рис. 1 Схематическое изображение системы, в 

целом она - электронейтральна. 
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электростатики в системе, а так же значительное усиление ориентирующего действия 

электростатических взаимодействий по сравнению с непрерывной моделью (получаема 

предельным переходом mt ®¥). 
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 Большой научный интерес представляет поиск единого уравнения, описывающего 

химическое равновесие и движение фронта реакции [1-3]. Прямое численное моделирование 

процесса горения сильно затруднено разностью характерных химических и 

гидродинамических размеров [1]. Уравнение фронта горения сначала было получено в 

приближении слабо искривленного пламени и/или малого теплового расширения при горении 

[4-6]. В последнее время появились работы, где это ограничение в некоторых случаях 

снимается [7-9].  

 В данной работе выводятся соответствующие уравнения пламени в двумерном (2D) 

потоке с минимальными ограничениями, позволяющими учесть влияние звука на развитие 

(или затухание) неустойчивости Дарье-Ландау, методом, отличным от уже существующих. 

Полная система гидродинамических уравнений, описывающих развитие неустойчивости 

фронта реакции в двумерном потоке сведена к замкнутой системе поверхностных уравнений, 

с использованием переменных Лагранжа и интегралов движения. Полученная система 

позволяет исследовать процессы внутри фронта, не решая при этом полную систему 

уравнений гидродинамики и химической кинетики. Понимание динамики распространения 

пламен позволило бы глубже понять механизм их развития и обнаружить новые эффекты и 

явления.  

 В работе [10] была выведена аналогичная система в трехмерном случае. Но в двумерном 

потоке развитый там метод не работал. Данная работа дополняет результаты той работы и 

позволяет в простом двумерном случае исследовать фронт реакции и все его основные 

свойства, важные в приложениях. 
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В данной работе представлены основные результаты исследования динамики образования 

бозе-конденсированных тримеров (трехатомных молекул) в условиях рамановского процесса 

взаимодействия атомов и молекул с двумя импульсами когерентного лазерного излучения. 

Актуальность этих исследований является несомненной. Они затрагивают такие вопросы, как 

рассмотрение квантовых процессов и волн материи на макроуровне, образование новой 

формы материи, возникновение новых научных направлений, таких как «суперхимия» и 

атомтроника; создание квантовых компьютеров и атомных лазеров и т.д. 

Предполагается, что три одинаковых свободных бозе-конденсированных атома с нулевой 

кинетической энергией (нулевая температура) и полной энергией 03iE 
 
переходят в 

молекулярное состояние с энергией 0тЕ    через возбужденное молекулярное состояние 

Еи ,  поглощая и излучая кванты света с энергиями соответственно 1  и 2  (рис. 1). При 

этом используются два фазово-когерентных импульса с частотами ω1 и ω2 и определенными 

значениями амплитуд полей и фаз. Связывание атомов в молекулу приводит к переносу одно-

го фотона от первого импульса ко второму. Поэтому усиление одного из импульсов и 

ослабление другого в процессе атомно-молекулярной конверсии могло бы быть указанием на 

существование когерентности процесса. Что касается промежуточного возбужденного уровня 

с энергией Еи ,  то его можно исключить из рассмотрения, используя принцип адиабатического 

следования. В ряде работ было показано, что населенность верхнего возбужденного уровня 

исчезающе мала по сравнению с населенностями нижних уровней. 

 

 

 

 

 

 

Рис.1 Схема процесса индуцированной рамановской атомно-

молекулярной конверсии. Уровень ааа соответствует энергии 

трех свободных атомов, уровень b — энергии свободной 

молекулы. 
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Предложен модельный гамильтониан Ĥ , который описывает процесс атомно-тримерной 

конверсии как единый процесс:  

 

 † † † † † † † † † †

1 2 1 2 0 0 1 1 1 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,H g aaab c c a a a bc c a a b b c c c c          

где â  и b̂  (
†â  и 

†b̂ ) - бозонные операторы уничтожения (рождения) соответственно 

атомного и тримерного состояний, 1̂c  и 2ĉ  ( †

1̂c  и †

2ĉ ) – операторы уничтожения (рождения) 

фотонов с частотами ω1 и ω2, a g — константа конверсии.  

Исходя из этого гамильтониана, была получена система нелинейных эволюционных 

уравнений для амплитуд 1 2, , , ,a b c c  используя которые удалось получить систему нелинейных 

уравнений для плотностей атомов †n a a , молекул 
† ,N b b  фотонов 

†

1,2 1,2 1,2 ,f c c  а также для 

двух «компонент поляризации»  † † † † † †

1 2 1 2 ,Q i aaab c c a a a bc c   
† † † † † †

1 2 1 2.R aaab c c a a a bc c   Из 

этих уравнений видно, что если в начальный момент отсутствуют две какие-либо компоненты 

системы, то эволюция оказывается невозможной. В приближении среднего поля получены 

точные аналитические решения системы нелинейных уравнений, а также решения в 

различных приближениях через эллиптические функции, которые описывают динамику 

плотностей атомов, молекул и фотонов в процессе стимулированной атомно-молекулярной 

конверсии в бозе-эйнштейновском конденсате. 

Показано, что процесс конверсии может быть как периодическим, так и апериодическим 

во времени, причем скорость протекания процесса существенно определяется начальными 

плотностями частиц и начальной разностью фаз. В зависимости от начальных условий 

возможно установление различных режимов процесса конверсии. Предсказывается 

возможность установления особого состояния системы — покоя — при ненулевых значениях 

начальных плотностей частиц, так как процессы связывания атомов в молекулы и распада 

молекул сбалансированы.   

В приближении заданных начальных плотностей фотонов обоих импульсов (

10 20 0 0, ,f f n N ) показано, что имеет место апериодический режим превращения атомов в 

молекулы. На начальном этапе плотность молекул медленно убывает, причем, чем больше 

отношение 0 0n N , тем быстрее происходит это убывание. Затем плотность молекул достигает 

минимума, после чего начинает расти и асимптотически стремится к величине 0
0

3

n
N  . Имеет 

место также другой апериодический режим, когда плотность молекул монотонно растет и 

асимптотически стремится к тому же значению 0
0

3

n
N  . 
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В случае заданных начальных плотностей атомов 0n  и фотонов второго импульса 20f  (

0 20 0 10, ,n f N f ) имеет место периодический режим превращения атомов в молекулы, причем 

период осцилляций плотности молекул монотонно убывает с ростом 0n  и 20f . 

В случае, если 10 0 20 0, ,f N f n , то имеет место снова апериодический режим 

превращений атомов в молекулы. 

Изученные процессы представляют собой пример новой химии — «суперхимии», в 

которой имеет место когерентное стимулирование химических реакций. Коллективные 

осцилляции плотностей атомов и молекул свидетельствуют о существовании когерентности в 

системе. Стимулированная квантовая динамика может заменить обычную при сверхнизких 

температурах, давая полностью новый тип коллективного поведения системы. В будущем 

специфика бозе-стимулированной химической динамики может открыть путь для новых ти-

пов квантово-контролируемых химических реакций. 
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В последнее время при исследовании нелинейных динамических систем особый интерес 

представляет аналитический подход, основанный на использовании математического 

аппарата дробного интегро - дифференцирования. В связи с этим возникает вопрос о введении 

данного аппарата в ту или иную область. 

В системе многих частиц, взаимодействие между ними может привести к появлению 

квазичастиц. Взаимодействие между последними приводит, вообще говоря, к изменению 

зависимости кинетической энергии от импульса[1,2], в частности может привести к дробно 

степенной зависимости, 

           (1) 

где ,  - безразмерная переменная, связанная с размерной соотношением , 

 - некоторый характерный импульс системы.   

Если найти Фурье образ от (1), то мы приходим к следующему оператору Гамильтона 

              

где   есть дробная производная Рисса, которая определяется как [3] 

 

Задача сводится к установлению связи между взаимодействием квазичастиц и 

зависимостью (1). Непосредственно с функцией взаимодействия квазичастиц связана 

вершинная функция, которую можно найти с помощью уравнения Дайсона [1]. 

Таким образом, между зависимостью (1) и функцией взаимодействия квазичастиц 

имеется неявная связь. 

Проведенное исследование позволяет понять физику процесса в системе многих частиц, 

описываемого уравнениями дробного порядка. 
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В последнее время развитие микрофлюидики стимулирует интерес к разработке новых 

эффективных методов транспорта жидкости, управления течениями и перемешивания в 

микро-каналах [1]. В таких системах поддержание требуемой скорости течения (0.1-1 см/сек) 

требует колоссальной разности давлений (порядка 10
7
 Па в канале диаметром 100 нм). Как 

известно, в растворах электролитов, находящихся в контакте с электрически заряженной 

стенкой, при приложении электрической разности потенциалов возникает течение. 

Использование этого эффекта, названного электроосмосом, является одним из путей из 

решений данной проблемы.   

 Ранние исследования [2, 3] показали, что эффект электроосмоса может быть усилен при 

наличии гидрофобного скольжения жидкости на стенке. Скольжение характеризуется 

величиной b, которая имеет размерность длины (длина скольжения) и фигурирует в качестве 

коэффициента пропорциональности  в граничном условии Навье: 

u
u b

n


 


, 

где u – скорость жидкости на стенке, а n означает производную по нормали к границе твердой 

и жидкой фаз [4]. В этом случае скорость электроосмотического течения электролита с 

длиной Дебая κ
-1

 увеличивается в (1+bκ) раз по сравнению с нескользкой (гидрофильной) 

стенкой. Для гладких гидрофобных поверхностей величина b обычно не превышает 10 нм, 

поэтому усиление незначительно. 

Супергидрофобные поверхности (текстуры) создают, комбинируя эффекты 

шероховатости (на микро- и наномасштабе) и гидрофобности материала [5]. Важным 

свойством супергидрофобных покрытий является необычайно высокая подвижность 

жидкостей на такой поверхности, что достигается наличием газовой фазой в углублениях 

текстуры (состояние Касси). Длина скольжения на такой композитной поверхности 

представляет собой некоторую усредненную (эффективную) величину, которая может 

достигать нескольких десятков микрон [5], приводя к значительному (на масштабах 

микрофлюидики) усилению ряда гидродинамических явлений, в том числе 

электроосмотического течения. Таким образом, комбинация явлений электроосмоса и 

супергидрофобного скольжения позволит достичь гигантского эффекта в очень тонких (< 10 

мкм) каналах. Кроме того, особые свойства геометрии текстуры (например, выраженная 

анизотропия) могут привести к физически новым результатам (анизотропии 

электроосмотического течения, перекрѐстным кинетическим эффектам и др.) [6] 

В данной работе рассматривается электроосмотическое течение симметричного 

электролита, возникающее вблизи супергидрофобной плоскости в состоянии Касси, 

представляющей собой периодический массив скользких и нескользких участков-полос (т.н. 

«страйп-текстуры»), заряженных соответственно с поверхностной плотностью q2 и q1. Таким 

образом, в общем случае поверхность анизотропная с  неоднородным распределением заряда.  

Электроосмос вблизи анизотропной поверхности характеризуется с помощью тензора M 

электроосмотической подвижности [7], который связывает скорость электроосмоса и 

тангенциальную компоненту напряженности электрического поля: Ueo=M·Et. В отличие от 

предшествующих работ [7, 8] рассматривается случай неидеального скольжения на участках 

контакта жидкости и газа. 
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В рамках используемой модели распределение электрического потенциала подчиняется 

линеаризованному уравнению Пуассона-Больцмана. Динамика жидкости описывается с 

помощью уравнений Стокса. Рассматриваются две ситуации: когда электрическое поле 

параллельно и ортогонально полосам супергидрофобной текстуры, т.е. приложено в главных 

направлениях тензора M.  

Нами получены аналитические выражения для главных значений тензора 

электроосмотической подвижности в пределах тонкого и широкого (по сравнению с периодом 

текстуры) двойного электрического слоя. В общем случае произвольного ДЭС  решение 

найдено численно. В зависимости от соотношения зарядов q2 и q1, локальной длины 

скольжения b и доли скользкой фазы на поверхности 2 течение может быть как 

анизотропным, так и проявлять эффективный изотропный характер (несмотря на 

анизотропную геометрию текстуры). Показано, что усиление электроосмотического течения 

по сравнению с гладкой поверхностью невозможно, если скользкие участки не заряжены 

(q2=0). С другой стороны, наличие скольжения может приводить к возникновению 

ненулевого среднего течения, даже если средний заряд поверхности ( 1q1+ 2q2) равен нулю. 

В случае, когда заряды скользкой и нескользкой фазы имеют противоположный знак, вблизи 

супергидрофобной поверхности возникают вихри, характерный размер и структура которых 

определяется соотношением зарядов q2/q1, величиной радиуса Дебая и параметрами текстуры.  

Результаты данной работы показывают, что комбинация электроосмоса и 

супергидрофобного скольжения является эффективным способом преобразования 

электрической энергии в механическую энергию жидкости в микроустройствах. Кроме того, 

возникновение вихрей и генерация поперечного течения вблизи неоднородно заряженных 

анизотропных поверхностей  могут быть одним из путей решения проблемы перемешивания 

жидкости в микрофлюидике. 
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Поиск новых магнитоупорядоченных материалов, обладающих уникальными 

физическими характеристиками, стимулирует исследования физических систем, 

подверженных влиянию различных внешних воздействий. В работе исследуется 

орторомбический антиферромагнетик, помещенный в постоянное внешнее магнитной поле.  

В гамильтониане антиферромагнетика будем учитывать однородное и неоднородное 

обменное взаимодействие, анизотропию, зеемановскую энергию. Гамильтониан в терминах 

операторов рождения и уничтожения магнонов будет содержать энергию 

невзаимодействующих друг с другом спиновых волн 2H , а также энергию динамического 

взаимодействия спиновых волн 4H . 

 





k

kk
M
k ссH ,2  

 cccсkkkkJH kkkM
 )(4 . 

Для того, чтобы определить вклад в свободную энергию, вызванный динамическим 

взаимодействием спиновых волн, введем функцию Грина, определив ее с помощью 

операторов рождения и уничтожения частиц. Одночастичная функция Грина определяется 

следующим образом: 

,)()();( 22112211  
 kk ccTkkG


 

где )( 11 kc и )( 22 
kc  операторы рождения и уничтожения в Гейзенберговском представлении.  

Ввиду громоздкости полученного соотношения приведем диаграммы для данного вклада 

(Рис. 1): 
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В работе показано, что динамическое взаимодействие спиновых волн в 

антиферромагнетике уменьшается под воздействием внешнего магнитного поля. Однако 

динамические эффекты вносят существенные поправки  во взаимодействие магнитоупругой и 

магнитоэлектрической подсистем антиферромагнетика при низких температурах. 

Литература  
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Рис. 1. Графический ряд для F . 
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Дробно-степенной  подход к проблеме электрон - фононного взаимодействия 
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Очень важным при исследовании неоднокомпонентных квантовых систем является учет 

взаимодействия частиц, относящихся к разным компонентам. Однако большинство таких 

моделей строятся на предположении, что каждая компонента системы является идеальным 

газом. Учет взаимодействия между частицами одной компоненты может изменить картину 

даже качественно. 

В системе многих частиц, взаимодействие между ними может привести к появлению 

квазичастиц. Взаимодействие между последними приводит, вообще говоря, к изменению 

зависимости кинетической энергии от импульса[1,2], в частности может привести к дробно 

степенной зависимости, 

           (1) 

где ,  - безразмерная переменная, связанная с размерной соотношением , 

 - некоторый характерный импульс системы.   

Использование дробно степенного закона дисперсии позволяет объяснить многие, 

представляющие интерес, экспериментальные результаты. В данной работе рассматривается 

электрон - фононная система.  Модель, учитывающая электрон - фононное взаимодействие 

строится исходя и квадратичного закона дисперсии и дает для амплитуды взаимодействия 

зависимость [3] 

 

Но эта модель не учитывает различных механизмов электрон - фононного 

взаимодействия и с целью улучшения совпадений с экспериментальными данными эту 

функцию видоизменяют, а именно меняют степень зависимости от импульса уже на чисто 

феноменологическом уровне [3]. Но если исходить из дробно - степенной зависимости (1) , то 

можно получить  

       

что позволяет получить совпадение с экспериментом. 

 Таким образом, дробно степенной  подход к проблеме электрон - фононного 

взаимодействия может дать широкий класс решений, с помощью которых можно объяснить 

различные эксперименты. 

Литература. 
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В трубах постоянного сечения наличие стенок никак не сказывается на продольной 

диффузии частиц. Любая неоднородность сечения замедляет диффузию: расширения, 

способствуя увеличению посещаемого частицей объема, играют роль энтропийных ям, тогда 

как сужения, затрудняя переходы частицы из одной области в другую, – энтропийных 

барьеров. Учет энтропийных эффектов в диффузионном транспорте приводит к ряду 

неожиданных, ярких результатов, представляющих интерес при изучении миграции частиц в 

пористых материалах, каналах биологических и синтетических мембран, нанотрубках, а также 

ряда других физико-химических и биологически значимых процессов. 

Рассмотрена простая, важная для приложений модель, в которой  энтропийные эффекты 

ярко выражены: частица диффундирует в трубе, состоящей из периодически чередующихся 

широких и узких участков. На больших временах оправдано огрубленное описание, при 

котором движение частицы рассматривается как свободная диффузия вдоль оси трубы с 

эффективным коэффициентом диффузии Deff, зависящим от параметров трубы. В случае 

достаточно длинных широких участков (и произвольных узких) Deff находится с помощью 

метода гомогенизации граничных условий. Если же широкие участки малы, по сравнению с 

узкими, то они играют роль «застойных зон» и расчет Deff основан на теории, предложенной в 

работе [2]. Обсуждена зависимость Deff от параметров модели и найдено их значение, при 

котором имеет место предельное замедление диффузии, обусловленное энтропийными 

эффектами.  

Полученные формулы находятся в хорошем согласии с результатами компьютерного 

моделирования, выполненного методом броуновской динамики. Также с хорошей точностью 

с результатами моделирования совпадают полученные аналитические выражения для 

функции распределения времени прохода частицей одного периода трубы и моменты  данной 

случайной величины. 

Литература 
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реакций. Журнал физической химии т.82, №12, сс. 2265–2270. 2008. 
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Интерес к физическим явлениям в квантовых системах релятивистских фермионов  в 

присутствии интенсивных внешних полей  в пространствах пониженных размерностей, 

проявляемый в последние годы, вызван открытием ряда эффектов физики конденсированных 

сред, возможностью применения полученных для этих моделей результатов для изучения 

эффекта Ааpонова—Бома [1],  квантового эффекта Холла   [2], высокотемпературной 

сверхпроводимости [3], а также физических процессов в присутствии космических струн. В 

частности,  поведение фермионов в поле космической струны можно описать решениями 

уpавнения Диpака в потенциале Ааронова--Бома в 2+1 измерениях [4]. Решения уравнения 

Дирака для фермионов нулевой массы в 2+1 измерениях  описывают  состояния фермионов в 

графене [5]. 

Известно [6], что гамильтониан в уравнении Шредингера с потенциалом Ааронова--Бома 

сингулярен и поэтому требует дополнительного доопределения для того, чтобы его можно 

было трактовать как самосопряженный квантовомеханический оператор. Для этого 

необходимо указать его область определения в гильбертовом пространстве квадратично 

интегрируемых функций. Впервые самосопряженный гамильтониан  для этой задачи был 

построен в [6]. В большинстве физически интересных задач квантовой механики 

гамильтонианы являются сингулярными операторами, а, в естественных областях 

определения, только симметрическими операторами. Поэтому возникает задача построения 

самосопряженного гамильтониана во всей области определения. Для решения этой задачи 

нужно найти все самосопряженные расширения данного симметрического оператора и затем 

выделить корректный самосопряженный гамильтониан с помощью физически приемлемых 

граничных условий в точке сингулярности гамильтониана. 

Впервые задача построения самосопряженного дираковского гамильтониана в потенциале 

Ааронова--Бома в 2+1 измерениях была решена в [7]. Так, в [7] было показано, что область 

определения самосопряженного расширения гамильтониана может содержать, наряду с 

регулярными, сингулярные, квадратично интегрируемые при r=0 функции, а также было 

найдено формальное решение, описывающее связанное состояние фермиона в поле 

космической струны. 

Другой интересный, с точки зрения физики, случай сингулярного гамильтониана - 

дираковский гамильтониан в сильном кулоновском поле точечного заряда (источника).  

Построение самосопряженного гамильтониана в этом поле во всей области  позволит ответить 

на вопрос о стабильности вакуума квантовой электродинамики в присутствии сильного 

кулоновского поля. Важнейший вопрос о стабильности вакуума был всесторонне изучен в 

многочисленных работах (см. [8, 9] и ссылки там).   

Впервые самосопряженные дираковские гамильтонианы в сильном кулоновском поле 

точечного источника построены в [10].  

В работе [11] установлено, что радиальные гамильтонианы в кулоновском поле точечного 

источника  в 3+1 измерениях и в кулоновских и  Ааронова--Бома потенциалах в 2+1 

измерениях, фактически, одинаковы за исключением того, что гамильтониан в 2+1 
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измерениях содержит параметр, характеризующий спин фермиона, явно. Это  позволяет 

изучить влияние спина частицы на релятивистские связанные состояния фермиона в 

двумерных кулоновских  полях и в потенциале  Ааронова--Бома.  

В предлагаемой работе мы представляем математически строгое квантово-механическое 

описание движения  фермиона в двумерных кулоновских (векторном и скалярном) полях и в 

потенциале Ааронова--Бома. Для этого мы находим все самосопряженные дираковские 

гамильтонианы в кулоновских и Ааронова--Бома потенциалах в 2+1 измерениях с учетом 

спина фермиона. Затем мы получаем  уравнения, неявно определяющие спектры дираковских 

гамильтонианов в указанных внешних полях и обсуждаем вопрос о собственных функциях 

всех самосопряженных гамильтонианов. Решение этих задач  проводится методами  теории 

самосопряженных расширений (Дж. фон Неймана) симметрических операторов и 

направляющих функционалов Крейна. В нашей работе мы используем результаты статьи [10], 

в которой эти методы получили дальнейшее развитие. 

Автор выражает благодарность научному руководителю В.Р. Халилову, за поддержку 

исследований. 
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Потери энергии при столкновении заряженных частиц с осциллятором 
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Рассмотрены потери энергии быстрых заряженных частиц с зарядом Z  при 

столкновениях со скоростью v  с трѐхмерным  осциллятором. Если задачу решать в 

дипольном приближении, то известны точные волновые функции для поставленной задачи 

[1]. В этом приближении задача решается точно, и находятся потери энергии быстрой 

заряженной частицы из начальных состояний осциллятора 2,1,0m  в виде суммы 

одномерных интегралов. Следует сказать, что ранее потери энергии заряженных частиц из 

0m  состояния осциллятора были подробно изучены в работах [2,3], но все расчѐты 

проводились в рамках теории возмущения, что конечно ограничивает область применимости 

теории, в нашем рассмотрении ограничения 1/ vZ  нет.  Также проведены предельные 

переходы в классическую физику, теорию возмущения и случай больших скоростей, 

результатом чего являются достаточно простые формулы. Также показано, что в случае 

больших скоростей  потери энергии можно разделить в виде суммы поправок к теории Бете, 

которыми являются непертурбативная поправка, поправка Баркаса, оболочечная поправка. 

Кроме того, выписаны выражения для потерь энергии в виде сумм в первом порядке теории 

возмущений в широком диапазоне скоростей, для оболочечной поправки с 2,1,0m  

состояний. Проведено обобщение на случай столкновения заряженной частицы с N 

осцилляторами. Показано, что поправки к теории Бете имеют сходство с аналогичными 

поправками в других теориях, кроме непертурбативной оболочечной поправки [4], которая 

возникает, как было показано в [4]  в области параметров удара sb ~ , где s - координата 

электрона мишени, что и должно быть т.к. в дипольном случае sb  . 

Следует сказать, что полученные выражения могут быть использованы для решения 

физических задач по расчѐту потерь энергии описываемых уравнением Шредингера [1], кроме 

того, проведѐн анализ и представлены не только общие решения, но и их, более простые, 

частные решения. Кроме того, существует и методический интерес по выводу 

непертурбативной поправки, которая, неплохо согласуется с поправкой Блоха. Определены 

границы применимости представленной теории к потерям энергии на атомах. Подробно 

проанализирована каждая поправка к теории Бете. Также следует сказать, что развитая теория 

является точным решением уравнения Шредингера [1], что, несомненно, представляет 

теоретический интерес. 
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В работе исследовались ранжированные распределения теплопроводности и модуля 

Юнга металлов, построенные с помощью [1, 2] и представленные на Рис. 1 и 2. Показано, что 

эти распределения отличаются от универсального рангового закона Ципфа [1]: 
rArw /)(  . 

Здесь r  )(rw   – 

скейлинговый показатель. Отличие проявляется в появлении излома и наличии двух 

степенных участков рангового распределения. В работе исследуются статистические и 

связанные с ними физические причины этого различия. Обсуждается возможность 

применения методов рангового анализа в материаловедении. 

Ципф вывел свой закон в количественной лингвистике при анализе частоты появления 

слов определенной длины в большом тексте [3]. Этот же закон появляется при анализе 

размеров городов, численности популяций, различных экономических показателей и т. д. 

[4, 5]. В настоящее время этот закон претендует на роль универсального рангового 

распределения при анализе сложных замкнутых систем, поэтому представляет интерес 

выяснение причин этой универсальности и механизмов отклонения от закона для конкретных 

систем.  

Перлин [6] связал обратный степенной закон Ципфа для 1  с двумя ключевыми 

вопросами теории вероятностей: центральной предельной теоремой (ЦПТ) и задачей о 

случайном разбиении единичного интервала. Таким образом, отклонение от закона Ципфа с 

1  может быть вызвано нарушением (ЦПТ) или неравномерностью случайного разбиения 

интервала. Важнейшие условия ЦПТ заключаются в независимости суммируемых случайных 

величин и конечности дисперсии (ограниченности флуктуаций). Следовательно, ее нарушение 

может быть вызвано наличием корреляций или расходимостью второго момента.    

Специалисты-физики заинтересовались законом Ципфа благодаря одной из работ 

Мандельброта [7]. Он ввел модификацию этого закона с учетом иерархических (фрактальных) 

свойств системы: 
)1/()( CrArw  , где C   

Примечателен тот факт, что распределение Ципфа-Мандельброта удовлетворяет 

нелинейному дифференциальному уравнению [8] 
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.qw
dr

dw
  

Решением этого уравнения является функция, 

)1/(1])1(1[

1
)(




qrq
rw


 

которая имеет степенную асимптотику
)1/(1)(  qrrw . Это нелинейное уравнение является 

важнейшим в термодинамике неэкстенсивных систем [8, 9] и его решение связано с 

обобщенной энтропией Цаллиса. В термодинамике неэкстенсивных систем вводится 

обобщение центральной предельной теоремы для коррелированных случайных величин.    

 С другой стороны, хорошо известно, что распределения со степенными хвостами 

(например, устойчивые и дробно-устойчивые) являются решениями уравнений с дробными 

производными [10]. При этом устойчивые распределения являются предельными для суммы 

независимых случайных величин с расходящейся дисперсией. 
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а) б) 
Рис. 1. Ранговое распределение 28 металлов по модулю Юнга, где W–модуль Юнга, 10

10
, Н/м

2
; r – ранговый 

номер металла. а) График W(r); r = 1 – осмий;   r = 28 –свинец; А= 56; β =0,6;  R = 0,91; б) График ln W= f(ln r): β 

=0,94;  R = 0,82.  
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Функция: a*x^b
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Функция: A*x+B

Chi^2/ doF = 0.2346

R^2 = 0.788

A = -1.023+/ - 0.7647

B = 7.138+/ - 0.2386
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а)      б) 
Рис.2. Ранговое распределение 52 металлов по теплопроводности; r – ранг; а) график W (r );  А= 511; β = 0,6;  

R= 0,92;   б) график ln W =f (ln r); β = 1; R = 0,79.   

 

Наличие излома в ранговом распределении может быть объяснено в рамках модели [8], 

основанной на эволюционном уравнении с двумя нелинейными слагаемыми, или с помощью 

концепции усеченных распределений Леви [11].  
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В данной работе исследовались процессы инклюзивного и ассоциативного рождения 

прямых фотонов со струями в адронных столкновениях при энергиях коллайдеров Tevatron и 

LHC в рамках kT-факторизационного подхода. При энергиях современных коллайдеров такие 

процессы относятся к области малых значений бьѐркеновской переменной x, а их сечения 

зависят от эволюционной динамики партонных распределений. В области малых x 

эволюционная динамика определяется уравнениями BFKL [1] для неинтегрированных 

партонных распределений, зависящих от поперечных импульсов начальных 

взаимодействующих партонов. Матричные элементы подпроцессов квантовой 

хромодинамики (КХД) также должны зависеть от поперечных импульсов партонов. Оба эти 

обстоятельства учитываются в kT-факторизационном подходе КХД [2]. 

Исследование процессов рождения прямых фотонов дает возможность изучить 

эволюционную динамику, поскольку нет необходимости вводить дополнительные механизмы 

адронизации в конечном состоянии. 

В данной работе были использованы неинтегрированные функции распределения KMR 

[3]  и глюонные функции распределения, полученные с помощью уравнения CCFM [4].  

Рассматривались следующие партонные подпроцессы в низшем порядке теории возмущений 

[5]: 













qqgg

qgq

gqq

**

**

**

 

где начальные кварки и глюоны находятся вне массовой оболочки с виртуальностью, 

пропорциональной квадрату их поперечного импульса. В численных расчетах 

ренормализационный и факторизационный масштабы КХД были выбраны равными 

mR
2
=mR

2
=ξ

2
pT

2 
, где pT — поперечный импульс фотона. Для изучения теоретических 

неопределенностей, связанных с выбором масштабов, ξ варьировалось в пределах 1/2< ξ <2.  

Для вычисления дифференциальных и полных сечений была написана программа на 

языке программирования C++. Многомерное интегрирование проводилось с помощью 

подпрограммы VEGAS [6].  
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В рамках используемого подхода было получено достаточно хорошее описание 

экспериментальных данных коллаборации D0 [7] для рождения прямых фотонов при энергиях 

коллайдера Tevatron. На основании этого впервые были описаны экспериментальные данные 

для процессов инклюзивного рождения прямых фотонов, недавно полученные 

коллаборациями CMS [8] и ATLAS [9] на коллайдере LHC.  
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О возможности появления новых солитонных решений в бозон-фермионных смесях. 
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В последние годы появляется большое число работ, которые посвящены конденсату Бозе-

Эйнштейна. В частности, актуальным является исследование солитонных решений. Так в 

работе [1] экспериментально изучаются некоторые свойства темного солитона в конденсате 

Бозе-Эйнштейна. А в работе [2] теоретически рассматривают возможность появления 

солитонов в смеси бозонов и фермионов.  

В данной работе исследуется динамика возмущений малой амплитуды в бозон-

фермионной системе с короткодействующими потенциалами взаимодействия. В 

рассматриваемых условиях решения появляются только при учете третьего порядка по 

радиусу взаимодействия [3] и являются новыми типами солитонов в конденсате Бозе-

Эйнштейна и бозон-фермионной смеси. За основу берутся уравнения непрерывности и 

баланса импульса (уравнение Эйлера), которые выводятся методами квантовой 

гидродинамики [3]. Все уравнения и их решения рассматриваются с точностью до третьего 

порядка по радиусу взаимодействия.  

В данной работе используется метод, предложенный в работе [4]. Полученное таким 

образом уравнение для возмущения является уравнением Кортевега-де Фриза. А сами 

возмущения имеют вид солитонов: 

 

  

 

p ,q, s – коэффициенты, которые находятся из исходных уравнений, и имеющие довольно 

сложный вид. Причем либо p, либо q принимает отрицательное значение (в зависимости от 

типа ветви решения – бозонной или фермионной). 

v – скорость распространения волны.  

Анализ решений показал, что учет третьего порядка по радиусу взаимодействия приводит 

к существованию солитонных решений, которые невозможно предсказать при рассмотрении 

только первого порядка (приближение Гросса-Питаевского). Новое решение появляется при 

рассмотрении фермионной ветви при условии на коэффициент фермион-фермионного 

взаимодействия (что соответствует отталкиванию между фермионами) 

 В бозонной части получившихся решений также появляется новое 

солитонное решение. 
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Решения существуют при больших по модулю значениях констант взаимодействия, 

которые можно достигнуть по средствам резонанса Фешбаха [5], [6], а также концентрациях  

  
Автор выражает благодарность профессору, д.ф.-м.н. Кузьменкову Л. С. и к.ф.-м.н. 
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Поведение заряженных частиц в квазиодномерных системах с кулоновским   

взаимодействием является в настоящее время объектом интенсивных исследований  в связи с 

постоянно растущим количеством различных физических приложений [1,2]. В настоящей 

работе рассмотрена задача о стационарных состояниях квантовой частицы  в потенциале 

)|/(|)(   zzV , где   - параметр регуляризации, и показано, что ее энергетический 

спектр при 0  становится принципиально различным для дираковского и 

шредингеровского случаев. 

 Одномерное уравнение Шредингера с кулоновским потенциалом («одномерный атом 

водорода») детально исследовано [3,4]. Для этой задачи в пределе 0  возникает 

существенная неоднозначность в выборе граничных условий при 0z  и, соответственно, в 

структуре энергетических уровней, что находит применение в ряде актуальных приложений, в 

частности, при описании свойств экситонных возбуждений в углеродных нанотрубках [1]. 

«Каноническое» квантовомеханическое граничное условие 0)0(   при этом соответствует 

наиболее очевидной физической  картине, когда кулоновская сингулярность фактически 

играет роль непроницаемой стенки. При этом спектры четных и нечетных уровней совпадают, 

а нижний четный уровень уходит в  , причем ВФ уровня становится сингулярной с дельта-

образной интегрируемой особенностью.  

Уравнение Дирака, в отличие от уравнения Шредингера, для таких систем до настоящего 

времени практически не рассматривалось. Точное решение уравнения Дирака для 

регуляризованного потенциала, полученное в настоящей работе, показало нетривиальное 

различие этих задач при малых значениях параметра регуляризации. В частности, при 0  

точный энергетический спектр дираковской частицы обладает периодичностью по ln  - 

спектры совпадают при  /lnln  , а при сдвиге ln  на  2/  четные и нечетные 

уровни меняются местами. При 0  нижние уровни будут последовательно опускаться в 

отрицательный континуум с периодом  2/  по переменной ln , четность основного 

состояния будет все время меняться, а число нулей его ВФ увеличиваться. При этом скорость 

падения нижнего уровня дираковской частицы значительно меньше, чем в шредингеровском 

случае, а ВФ имеет конечную минимальную область локализации при нулевой энергии, после 

чего по мере приближения к отрицательному континууму она снова увеличивается до 

исходных размеров. 

Проведѐнное исследование показывает, что при наличии в потенциале неинтегрируемой 

сингулярности такого типа уравнение Шредингера уже не может рассматриваться как 

нерелятивистское приближение соответствующего уравнения Дирака, так как в последнем 

случае возникают существенно релятивистские и спиновые эффекты, не имеющие 

нерелятивистского аналога. Найденные аналитические и численные методы позволяют  также 

определить величину параметра   (глубину ямы), для которой уравнение Шредингера уже 

неприменимо с требуемой точностью для описания дираковской частицы.  Следует 

подчеркнуть, что задача имеет не только чисто теоретический интерес, она естественным 

образом возникает в некоторых физических моделях квазиодномерных структур или как 

нулевое приближение для реалистических двух- и трехмерных задач [5]. 
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В докладе излагается общий подход к анализу случайно-возмущенных конечномерных 

нелинейных динамических систем с помощью метода максимальной энтропии [1-3]. В основе 

подхода лежит метод Рейнольдса для усреднения уравнений случайно-возмущенной системы 

по ансамблю. Как известно, система усредненных уравнений Рейнольдса для нелинейных 

уравнений оказывается незамкнутой вследствие наличия высших моментов случайных 

величин в усредненных уравнениях. В предлагаемом подходе замыкание уравнений 

Рейнольдса производится с помощью метода максимальной энтропии, гарантирующего, что 

полученные с его помощью уравнения для моментов дают распределение с максимально 

большим числом микросостояний (микротраекторий системы), с помощью которых 

реализуется каждая усредненная траектория системы. Это обеспечивает максимальную 

наблюдаемость таких траекторий.  

В работе излагаются результаты применения такого подхода к стохастической модели 

Вольтерра-Лотки для двухвидовой популяции, а также для ее обобщений, таких как модель 

кинетики радиационного образования кластеров [4] и уравнения Эйлера для вращения 

твердого тела. Вычислены уравнения усредненной динамики и проанализированы условия 

устойчивости решений. 
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Ранее  [1] нами был получен спектр спиновых волн ферромагнетика с учѐтом 

«поверхностной» дисперсии. Общее смещение частотного спектра спиновых волн  

)k(i)k()k( R                                                          (1)   

отражает здесь только мнимое смещение, поскольку мы показывали, что 0)(  kR    

Мнимая составляющая  )(k  позволяет найти выражение для времени «поверхностной» 

релаксации s : 
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обнаружим для времени релаксации следующую оценку: 

AЛ
s




6


                                                                                          (4) 

или  в  численной  форме,  с  учѐтом  того  что BkA  , 10
3
 Ko ( -температура   Кюри   

ферромагнетика)   для   обычных   ферромагнетиков, имеем: 

сЛ,s

11610044                                                                              (5) 

Из (5) видно, что численное значение времени релаксации параметрически зависит от 

геометрического фактора Л , который определяется локальной геометрией поверхности. 

Отметим что 310Л  между спиновыми волнами, благодаря наличию щели в спектре, 

может установиться корреляция в пространственном распределение. При этом непосредственное 

поверхностное взаимодействие приводит к опосредственному взаимодействию спиновых волн 

между собой за счѐт виртуальных обменов между магнонами «поверхностных» фононов.  
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Цель данной работы – исследовать точность пионного форм фактора, извлеченного из 

версии правил сумм КХД локальной дуальности [1]. Это правило: 

а) основано на дисперсионном трехточечном правиле сумм при бесконечно большом 

борелевском параметре (τ=0). В этом случае степенные поправки исчезают, и форм фактор 

задается только пертурбативным спектральным представлением, обрезанным на эффективном 

пороге континуума seff(Q); 

b) использует модель для эффективного порога континуума seff(Q), основанную на 

гладкой интерполяции между его значениями в нуле (определенным тождеством Уорда) и на 

бесконечности (определенным факторизацией). В работе [2] представлена простая 

интерполяционная формула для seff(Q), которая используется и в данной работе. 

Модель локальной дуальности не принимает в рассмотрение детали динамики 

конфайнмента. Важно понять, какова точность этой модели. 

Единственное свойство, которым должна обладать теория, чтобы к ней можно было 

применить приближение локальной дуальности - факторизация жестких форм факторов. 

Следовательно, точность модели может быть исследована в квантовой механике для 

потенциалов, содержащих кулоновское взаимодействие и конфаймент. Соответствующие 

результаты опубликованы в работе [3]. 

Основные результаты: 

1. Для Q
2
<1ГэВ

2
 точный эффективный порог, найденный из экспериментальных данных, 

сильно зависит от Q
2
 [4, 5]. Точность приближения локальной дуальности для пионного форм 

фактора в этой области не очень высокая. 

2. Для Q
2
>4-6ГэВ

2
 для описания пионного форм фактора  ожидается точность, большая, 

чем 20% [3]. Причем она растет с ростом Q
2
. 
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Бильярдная динамическая система описывает движение материальной точки в некоторой 

ограниченной области многообразия с условием упругого отражения от границы по закону 

"угол падения равен углу отражения".  Системы бильярдного типа служат полезными 

моделями в статистической физике, акустике и в некоторых других областях. 

Бильярды с осциллирующими границами принадлежат к относительно новой области 

математической физики. Когда граница бильярда осциллирует, частица сталкивается как со 

стенками, которые движутся в ту же сторону, так и с теми, которые движутся навстречу. 

Суммарный эффект этих замедляющих и ускоряющих соударений приводит к 

неограниченному росту кинетической энергии частицы, называемое ускорением Ферми. 

Явление ускорения Ферми можно объяснить в терминах термодинамического рассмотрения 

[1]. Мы рассматриваем одну их хорошо известных бильярдных моделей - газ Лоренца, 

состоящий из бесконечного числа тяжелых рассеивателей, находящихся в узлах некоторой 

решетки. 

Ускорения Ферми в бильярдах с открытым горизонтом вызывает супердиффузию, т.е. 

средний квадрат смещения квадратично возрастает со временем, т.е. 

 
Этот результат был подтвержден численно. Вычисления производилось на языке Fortran. 

Получено численное соответствие ускорения Ферми аналитическому значению. Показано, что 

зависимость коэффициента диффузии от геометрических и динамических параметров 

соответствует аналитической формуле. Был получен график зависимости среднего квадрата 

смещения частицы от времени, подтверждающий наличие супердиффузии. Было показано, 

что средняя длина траектории частицы до момента ее выхода их ячейки имеет 

экспоненциальное распределение. Найдены средние длины траекторий частиц при различных 

радиусах рассеивателей. Численные значения лучше согласуются с теоретическими при 

малой вероятности выхода [2]-[5]. 
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      В последние годы метод квантовой гидродинамики зарекомендовал себя как эффективный 

метод исследования во многих разделах физики: при исследовании спиновых волн, 

резонансного взаимодействия пучков нейтронов с веществом, волн в диэлектрических 

низкоразмерных структурах, а также ультрахолодных квантовых газов [1, 2, 3]. В 

исследованных ранее физических системах предполагалось, что потоки всех величин имеют 

скорость много меньшую, чем скорость света. Многие процессы, в частности, динамика 

пучков частиц, требуют для своего исследования релятивистскую квантовую теорию 

коллективных процессов в веществе. Такую теорию можно построить в рамках аппарата 

квантовой гидродинамики. В качестве первого этапа можно ограничиться 

слаборелятивистским приближением, которому соответствует гамильтониан Брейта и 

классический лагранжиан Дарвина [4]. 

      Данная работа посвящена включению релятивистских слагаемых в уравнения квантовой 

гидродинамики. Эта система уравнений выводится из многочастичного микроскопического 

уравнения Шредингера. Тип рассматриваемой физической системы определяется заданием 

гамильтониана. При выводе системы уравнений квантовой гидродинамики мы 

ограничиваемся уравнениями баланса числа частиц, импульса и энергии, что соответствует 

известному из классической кинетики пятимоментному приближению. Как и в классической 

физике, эти уравнения являются незамкнутыми, и в общем случае мы получаем цепочку 

уравнений типа цепочки Боголюбова в физической кинетике. 

      На раннем этапе метод цепочки Боголюбова был развит для кулоновского взаимодействия. 

Позднее рассматривались его обобщения на случай слаборелятивистских систем [5], 

используя при этом лагранжиан Дарвина. В этой работе впервые выводится система 

уравнений квантовой гидродинамики для системы заряженных частиц, исходя из лагранжиана 

Дарвина и квантуя соответствующий ему гамильтониан. 

      В качестве первого шага, как и в нерелятивистском случаем, мы определяем плотность 

числа частиц через многочастичные волновые функции физической системы. Далее, 

дифференцируя еѐ по времени и используя уравнение Шредингера, получается уравнение 

непрерывности, в котором возникает вектор плотности потока вероятности. Аналогично 

получаем уравнение эволюции потока вероятности, которое содержит в себе информацию о 

взаимодействии частиц между собой и внешнем полем. Это уравнение выражает локальное 

изменение импульса в системе многих частиц и является аналогом уравнения Эйлера. 

Следующим шагом мы выполнили вывод квантового неравновесного уравнения баланса 

энергии. 
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Ультракороткие импульсы дают возможность изучать явления микромира (исследование 

движений и передачи энергий), которые происходят за времена сотен аттосекунд [1-4]. 

Способность контролировать движение электронов, которые являются основным 

компонентом в структуре любого материала, допускает возможность создания новых 

состояний материи и новые материалы. Определенным показателем актуальности научных 

исследований в этой области является присуждение нобелевских премий: А. Зевейл – за 

результаты исследований в области фемтохимии в 1999 г., Дж. Холл и Т. Хэнш – за 

разработку прецизионной метрологии оптических частот в 2005 г. [5].  

Основной характеристикой отрицательных ионов (ОИ) является энергия связи электрона 

и захватившего его атома, называется энергией сродства к электрону. Значения сродства к 

электрону известны не для всех элементов; измерять их весьма трудно. Наиболее велики они 

у галогенов, имеющих на внешнем уровне по 7 электронов. Отрицательно заряженные ионы 

всегда имеют большие размеры, чем нейтральные атомы, а избыточный отрицательный заряд 

приводит к отталкиванию электронов и, следовательно, к ослаблению их связи с ядром. 

Учитывая слабосвязанность электрона в анионе, характерное время его движения 

существенно превышает таковое для атомов.  Отрицательные ионы  существенно влияют на 

свойства газоразрядной плазмы, выступают в роли ловушек, связывающих электроны. 

Заряженность этих комплексов позволяет достаточно легко ими управлять, а 

слабосвязанность с избыточным электроном дает возможность быстрого его высвобождения.  

Процессы  с участием ОИ имеют важное значение в донорно-акцепторных взаимодействиях, 

окислительно-восстановительных реакциях [6]. ОИ используются в создании электронного и 

ионного транспорта, процессах перезарядки при управлении потоками частиц при 

транспортировке пучка в ускорителях и накопителях, при генерации пучков нейтральных 

частиц большой энергии для нагревания термоядерной плазмы. 

Ранее были получены аналитические выражения для спектра переизлучения 

ультракороткого импульса молекулярным ионом водорода Н2
+
 [7]. Авторами сделаны [8] 

расчеты спектра и сечения переизлучения на ОИ в приближении потенциала нулевого 

радиуса. Выявлена зависимость спектра переизлучения от частоты импульса, энергии 

сродства к электрону. В случае молекулярных ОИ появляется зависимость спектра 

переизлучения и от ориентации иона по отношению к налетающему ультракороткому 

импульсу. На рис.1 показана зависимость энергии переизлучения от частоты для ОИ металлов 
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Na, Rb, Cu, Au при продолжительности импульса 1 аттосекунда и напряженности 

электрического поля, превышающей внутриатомное поле. Очевидно, что значительное 

различие в спектрах переизлучения для различных ОИ обусловлено значениями энергии 

сродства  к электрону. Это можно использовать, например, для уточнения энергии сродства 

различных ОИ. 

 

440 460 480 500 520 540 560
, a.e.
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Рис. 1 Зависимость спектра переизлучения импульса на атомарных отрицательных ионах металлов от 

частоты. Штриховой линией обозначена зависимость для Na
-
, сплошной линией для Rb

-
, точечной линией для 

Cu
-
, штрихпунктирной линией для Au

-
. 
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На данный момент точное решение задачи о нахождении энергии основного состояния 

квантовых спиновых систем на решетке известно только для самых простых моделей. Для 

более сложных моделей необходимо использовать приближенные методы. Для получения 

оценок сверху на энергию основного состояния таких систем, в частности, пользуются 

методом ренормализационной группы в реальном пространстве (Real Space Renormalization 

Group, или RSRG). 

Классический метод RSRG [2] заключается в том, чтобы исходную решетку разбить на 

блоки, каждому из которых ставится в соответствие узел новой решетки. После этого 

гамильтониан исходной системы разбивается на внутриблочную часть и часть, описывающую 

взаимодействие между блоками. Внутриблочный гамильтониан диагонализуется, для каждого 

блока выбирается несколько низших по энергии состояний, из которых составляется базис 

пространства состояний узла новой, ренормированной решетки. Взаимодействие между 

блоками проецируется на новое пространство состояний. Повторение подобных шагов 

позволяет получить оценку на энергию основного состояния системы. 

В настоящей работе используется следующий способ: в качестве базисных векторов блока 

выбираются не те векторы, которые соответствуют самым низким по энергии состояниям, а 

векторы, которые позволят получить оптимальную оценку энергии. А именно, из исходных 

базисных векторов блока составляется несколько линейных комбинаций векторов с 

переменными коэффициентами, и эти линейные комбинации принимаются за базис 

пространства состояний узла новой решетки. Аналогично классическому методу указанные 

шаги повторяются, и в результате получается оценка на энергию основного состояния 

системы. Минимизацией полученной оценки по включенным параметрам, можно получить 

наилучший в определенном классе вид векторов для ренормировки для каждой конкретной 

модели, и, следовательно, более точную оценку сверху на энергию основного состояния 

системы. 

Приведенный выше метод можно еще улучшить, если на разных шагах ренормировки 

включать разные параметры в базисные векторы. Тогда в конечной оценке на энергию 

системы будет больше параметров, минимизация по которым даст лучший результат. Однако 

расчеты для описанной ниже Xh-модели показывают, что увеличение числа параметров 

приводит к ограниченному улучшению оценки. При дальнейшем увеличении числа 

параметров точность оценки практически остается неизменной. 

Для одномерной квантовой модели Изинга в поперечном магнитном поле (Xh-модель) 

были проведены расчеты для разного числа узлов в блоке и разного количества варьируемых 

параметров. Гамильтониан такой системы из N узлов имеет вид: 

,
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где J  характеризует взаимодействие между соседними узлами; h  характеризует 

взаимодействие с полем; 
z

j

x

j SS ,  – проекции спина в j -ом узле на оси x  и z  соответственно. 

Результаты расчетов сравнивались с точным ответом для энергии основного состояния 

системы [3]: 
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Метод RSRG с варьируемыми параметрами был применен и к более сложным 

одномерным моделям. Сравнение относительных ошибок расчета энергии основного 

состояния Xh-, XX- и XXX- моделей классическим методом RSRG [1, 4] и методом RSRG с 

варьируемыми параметрами приведено в таблице. Относительная ошибка   вычислялась по 

формуле exexappr  /)(  , где ex  - точное значение энергии, а appr  - приближенное 

значение. 

Модель Число узлов в 

блоке 
RG ,  % для 

классического 

метода RSRG 

Число 

параметров 
var,RG , % для RSRG метода с 

варьируемыми параметрами 

Xh, 

h/J=1/2 

2 3.87 1 3.89 

 2  2 2.43 

 2  4 1.22 

 2  8 1.21 

XX 2  1 11.09 

 2  2 8.96 

 3 11.15 16 6.88 

 4  16 5.47 

 5 8.04   

 7 6.29   

XXX 2  2 13.23 

 2  4 13.09 

 3 11.70 4 11.70 

 3  16 11.04 

Приведенные результаты показывают, что для Xh-модели метод RSRG на 2 узлах с одним 

варьируемым параметром дает такую же оценку, что и классический метод на 2 узлах, а 

увеличение количества параметров позволяет заметно повысить точность результата. 

Для XX-модели метод RSRG с 2 узлами в блоке и 2 варьируемыми параметрами дает 

оценку лучше, чем стандартный метод на 3 узлах; с 4 узлами в блоке и 16 параметрами – 

лучше, чем классический метод с 7 узлами в блоке. 

Для XXX-модели метод RSRG с 3 узлами в блоке и 4 варьируемыми параметрами дает 

такую же оценку, как и классический метод на 3 узлах, а увеличение числа параметров до 16 

позволяет еще улучшить оценку. 

Простота метода RSRG с варьируемыми параметрами позволяет надеяться, что с его 

помощью можно получить более точные оценки и для систем большей размерности. 
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Исследована проблема управляемости двумерного диссипативного туннелирования в 

системе «игла кантилевера АСМ/ СТМ – квантовая точка», или в системе 

взаимодействующих квантовых молекул моделируемых 2D - осцилляторным потенциалом, 

взаимодействующим с термостатом, во внешнем электрическом поле. Методом инстантонов 

рассчитана вероятность 2D- туннельного переноса и исследована ее зависимость от величины 

внешнего электрического поля, температуры и величины относительной диэлектрической 

проницаемости среды – термостата. Выявлены области реализации эффекта 2D – бифуркаций 

и численно проанализированы соответствующие «фазовые диаграммы», определяющие 

границы существования 2D – бифуркаций при изменении параметров управления (обратной 

температуры β, относительной диэлектрической проницаемости среды – термостата ε, и 

параметра асимметрии 2D – потенциала системы взаимодействующих квантовых молекул b, 

слабо нелинейно зависящего от величины напряженности внешнего электрического поля). 

Соответствующая «фазовая диаграмма» приведена на рисунке. Экспериментально 

наблюдаемыми и устойчивыми оказываются предсказанные ранее 2D- туннельные 

бифуркации с диссипацией для случая параллельно туннелирующих взаимодействующих 

частиц. Одновременно теоретически разработан метод контролируемого роста КТ в системе с 

АСМ/ СТМ [2], который может реализовать новые уникальные возможности для 

выращивания достаточно больших массивов металлических КТ (например, из коллоидного 

золота) заданных размеров, что имеет перспективные приложения для создания 

прецизионных устройств для наноэлектроники, а также многообещающие приложения в 

области наномедицины. 

                                                           
1
 Тезисы доклада основаны на материалах исследований, выполненных в рамках тем. плана проведения 
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Рис. Фазовая диаграмма реализации 2D- бифуркаций (область над поверхностью графика) в зависимости 

от параметров управления ε, β, b. 
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Неустойчивость заряженных капель, открытая еще в 1882 году Рэлеем [1], до настоящего 

времени активно исследовалась как теоретически, так и экспериментально. 

Прежде всего, это обусловлено заманчивой перспективой использования этого явления в 

различных физических приложениях [2]: для получения капель малого размера, управления 

кластерами коллоидных частиц в растворах, для струйной печати, а также капельная модель 

активно используется для описания ядер атомов. 

Несмотря на то, что это явление исследуется уже в течение довольно продолжительного 

периода времени, многие вопросы, связанные с этой неустойчивостью, до настоящего 

времени остаются неясны. В данном сообщении показано, что вопреки утверждению, 

высказанному в ряде работ [3-5], при достижении критерия Рэлея неустойчивость 

осесимметричной эллипсоидальной капли может развиваться не вдоль главных осей 

эллипсоида, а по иному пути. Этот результат вытекает из анализа точного аналитического 

выражения для плотности суммарной поверхностной пондеромоторной силы. Для случая 

осесимметричного эллипсоида выражение для поверхностной плотности пондеромоторной 

силы может быть представлено в аналитической форме. Благодаря этому, можно показать, что 

в диапазоне параметров Рэлея 9.35.3 W  плотность пондеромоторной силы достигает 

максимального значения не в направлении главных осей эллипсоида. В частности при 

7.3W  плотность пондеромоторной силы будет максимальной при значении полярного угла, 

приблизительно равного 30°. Следовательно, в этом направлении будет возникать 

неустойчивость заряженной капли эллипсоидальной формы. 
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К настоящему времени известно сравнительно небольшое количество точных решений 

уравнений Эйлера и Навье-Стокса [1,2] для течений сжимаемой жидкости в двумерном и 

трехмерном случае, которые могут служить базой для решения конкретных прикладных 

задач. Поэтому в настоящее время при решении большинства прикладных задач приоритет 

отдается численным моделям динамики жидкости. Однако такой подход не позволяет решить 

целый ряд фундаментальных задач в этой области. Поэтому поиски методов построения 

точных решений уравнений Эйлера и Навье-Стокса остаются одним из активных направлений 

исследования в математической физике и гидромеханике см., например, [3] и библиографию 

там. Обычно точные решения строятся на основе параметризации некоторого класса течений, 

исходя из каких-либо симметрийных условий или аналитических свойств функций, входящих 

в параметризацию. Такой подход особенно эффективен в случае двумерных течений 

несжимаемой жидкости, для которых можно ввести функцию тока [1,2] и использовать в 

явном виде дифференциальные законы сохранения см. например, [7]. В трехмерном случае 

методы параметризации иные, но по сути сводятся к аналогичным методам [3,4]. Достаточно 

универсальные методы для сжимаемой жидкости отсутствуют в настоящее время. 

Для одномерных вязких течений классическим результатом является подстановка Коула-

Хопфа, позволяющая свести уравнение Бюргерса к линейному уравнению теплопроводности 

[5]. Обобщение этого подхода было использовано в работах [8,9,10] для построения точных 

решений уравнений Эйлера и Навье-Стокса сжимаемой жидкости для одномерных течений. А 

в работе [11] в частном случае квазипотенциальных течений аналогичный результат был 

получен для двумерных течений идеальной жидкости. Эти результаты для одномерных 

течений интерпретируются с несколько иных позиций в данной работе, что позволяет 

получить еще еще более обобщенный результат, чем в [9,10]. Как оказалось, новый способ 

параметризации одномерных течений может быть перенесен и на многомерный случай. В 

работе на основе такого подхода получены общие представления для трехмерных течений 

сжимаемой идеальной и вязкой жидкости, которые связываются некоторым функциональным 

преобразованием с другим набором уравнений, вид которых зависит от произвольных 

функций. Такое преобразование фактически является преобразованием Бэклунда. Выбор 

произвольных функций позволяет строить новые классы точных решений уравнений 

динамики жидкости. 

Метод обобщенных подстановок Коула-Хопфа (МОПКХ) [8,9,10] базируется на 

следующих общих соотношениях. Рассматривая пару дифференциальных соотношений:   

mailto:1zinovjev_d@mail.ru
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 0,=),(  0,=),( xxxxt TtxUTTtxVT   (1) 

можно показать прямыми вычислениями [8,9,10], что вся совокупность их 

дифференциальных следствий оказывается замкнутой, если функции ),( txV  и ),( txU  связаны 

одним уравнением:   

 ).(= UVV
x

U xt 



 (2) 

Это означает, что любая производная функции T  может быть представлена в следующем 

виде:  

 ,0,1,2,=,  ,],[== ),(],[ nkTVUA
tx

T
T x

nk

nk

nk
nk



 

 

где ],[),( VUA nk
 - дифференциальные полиномы только и только функций U  и V . Эти 

полиномы вычисляются рекуррентно из  (2) по следующей схеме:   

 

,=],[  1,=],[  ,=],[

],,[],[=],[

],,[],[=],[

(2,0)(1,0)(0,1)

),(),(1),(

),(),()1,(

UVUAVUAVVUA

VUQAVUA
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VUUAVUA
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VUA

nknknk

nknknk















 (3) 

где VUVQ x = . В этой схеме наиболее важным является то обстоятельство, что 

соотношения  (2) и  (3) выполняются при любой функции T . Пусть функции T  выбираются 

из множества решений некоторого интегрируемого нелинейного уравнения в частных 

производных, например, линейного уравнения конечного порядка с постоянными 

коэффициентами: 

 0.=1,001

],[

,

1=1=

xt

nk

nk

L

n

N

k

TCTCTC   (4) 

Тогда с помощью соотношений  (3) интегрируемое уравнение дляT  преобразуется к 

нелинейному уравнению для функций U  и V :   

 0.=],[ 1,001

),(

,

1=1=

CVCVUAC nk

nk

L

n

N

k

  (5) 

Поэтому соотношения  (1) можно рассматривать как обобщенные подстановки Коула-

Хопфа, линеаризующие  (5) к уравнению  (4) . В частном случае, когда функция T  

удовлетворяет уравнению теплопроводности:  

 ,= xxt TT   
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функция U  удовлетворяет уравнению Бюргерса  

 .2= xxxt UUUU    

В этом случае соотношения (1) эквивалентны классической подстановке Коула-Хопфа 

[5,6],  что оправдывает общее название данного подхода. 

Данный метод обобщается на более широкий класс уравнений, в частности, на 

многомерные матричные уравнения в частных производных, а так же уравнения, в которых 

частные производные заменены на другие типы операций [10,11]. 

В работе построено общее представление решений уравнений одномерных течений вязкой 

сжимаемой жидкости, с помощью которого можно находить точные решения. Найдено общее 

представление решений уравнений Эйлера трехмерных течений сжимаемой жидкости. По 

аналогии найдено представление для течений в равномерно-вращающейся системе отсчета. 

Данный подход распространен на случай трехмерных вязких течений сжимаемой жидкости с 

определенного вида объемными силами 
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Интерес к космологическим моделям с несколькими скалярными полями, а также к сигма-

моделям, происходит от стремления понять природу темной материи и темной энергии. После 

обнаружения ускоренного расширения Вселенной в настоящую эпоху были предприняты 

попытки описания темной энергии, были выдвинуты модели с квинтессенцией, фантомными 

полями, однако они не дали окончательного ответа на вопрос о природе темной энергии. По 

этой причине в настоящей работе используются два скалярных поля нелинейной сигма-

модели. Отправной точкой в наших исследованиях является монография [1], в которой 

представлены аналитические методы решения уравнений, и работа [2], в которой была 

предложена двухкомпонентная космологическая модель с пространственно-плоской метрикой 

Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ), включающая материю в пылевидном состоянии и 

темною энергию в виде скалярного поля. Работа [2] представляла для нас особый интерес 

потому ,что в ней с помощью численных методов проинтегрированы уравнения модели в 

предположении, что на ранних стадиях эволюции Вселенная была материально-

доминированной. 

В настоящей работе проводится анализ модели , состоящей из двух полей нелинейной 

сигма-модели и материи, включающей в себя барионную и темную материю. Уравнения 

модели решаются численными методами, делается вывод о характере расширения и составе 

Вселенной, описываемой такой моделью.  
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