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Äëÿ ëþáîé ñòðîêè íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâèòîì Σ (îáû÷íî Σ = {0, 1}) ìîæíî
îïðåäåëèòü åå êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü - äëèíó êðàò÷àéøåãî îïèñàíèÿ â íåêîòîðîì
ÿçûêå.

Áîëåå ôîðìàëüíî, ïóñòü çàäàí íåêèé ñïîñîá îïèñàíèÿ V , òî åñòü àëãîðèòì-äåêîì-
ïðåññîð (ìàøèíà Òüþðèíãà), ïåðåâîäÿùèé îïèñàíèÿ â ñëîâà. Òîãäà äâîè÷íûå ñëîâà
ÿâëÿþòñÿ ïðîãðàììàìè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ. Íà âõîä ïðîãðàììå ïî-
äàåòñÿ îïèñàíèå ñëîâà p (ïðîãðàììà, âûâîäÿùàÿ åãî) è íåêîòîðîå àïðèîðíî èçâåñòíîå
ñëîâî x (óñëîâèå). Òîãäà, åñëè V (p, x) = y, òî ãîâîðÿò, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèåì äëÿ y
ïðè èçâåñòíîì x îòíîñèòåëüíî V .

Óñëîâíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ îòíîñèòåëüíî äåêîìïðåññîðà V ñëîâà y ïðè
óñëîâèè x íàçûâàþò äëèíó êðàò÷àéøåãî îïèñàíèÿ y îòíîñèòåëüíî V :

KV (y|x) = min |p| : V (p, x) = y

Ìîæíî äîêàçàòü (òåîðåìà Ñîëîìîíîâà-Êîëìîãîðîâà), ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé äå-
êîìïðåññîð D òàêîé, ÷òî êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî íåãî íå áîëåå, ÷åì
íà êîíñòàíòó ïðåâîñõîäèò êîëìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî äå-
êîìïðåññîðà:

∃D ∀V ∃c ∀x ∀y KD(y|x) < KV (y|x) + c

Ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî äåêîìïðåññîðà íàçûâàþò êîëìîãîðîâñêîé ñëîæ-
íîñòüþ ñëîâà (ñëîæíîñòü îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî O(1)).

Òîòàëüíàÿ êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü [1, 2] îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ çàìåíîé
ïðîèçâîëüíîãî äåêîìïðåññîðà íà òîòàëüíûé, òî åñòü îñòàíàâëèâàþùèéñÿ íà ëþáîì
âõîäå. Äëÿ òîòàëüíîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè òàêæå âåðíà òåîðåìà Ñîëîìîíîâà-
Êîëìîãîðîâà îá îïòèìàëüíîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ. Îáîçíà÷åíèå: KT (y|x).

Î÷åâèäíî, ÷òî KT (y|x) ≥ K(y|x). Íî âåðíî ëè, ÷òî ýòè äâå âåëè÷èíû çíà÷èòåëüíî

îòëè÷àþòñÿ? Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåí ïðèìåð äâóõ ñåìåéñòâ ñëîâ, ñëàáî ðàçëè÷àþ-
ùèõñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè, íî ñèëüíî ðàçëè÷àþùèõñÿ
ñ òî÷êè çðåíèÿ òîòàëüíîé. Òàêèå ïðèìåðû áûëè èçâåñòíû è ðàíüøå [3], îäíàêî áûëè
äîâîëüíî èñêóññòâåííûìè. Ñëåäóþùåå æå ñåìåéñòâî ñëîâ îïðåäåëÿåòñÿ âïîëíå åñòå-
ñòâåííî, à èìåííî:

Ïóñòü xV
n - êîëè÷åñòâî îñòàíàâëèâàþùèõñÿ ïðîãðàìì äëèíû íå áîëåå n îòíîñèòåëüíî

äåêîìïðåññîðà V . Òîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

∀U, V (îïòèìàëüíûõ) K(xV
n |xU

n ) = O(1)

Îñíîâíûì æå ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
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Òåîðåìà

Ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ U è V , òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò
c è d ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ n, ÷òî òîòàëüíàÿ êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü
xV

n îòíîñèòåëüíî xU
n+c - áîëüøå d:

∃U, V (îïòèìàëüíûå) ∀c, d ∃∞n KT (xV
n |xU

n+c) > d

Äîêàçàòåëüñòâî âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èãðîâîãî ìåòîäà.
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