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Дифференциальные и

функционально-дифференциальные

уравнения

Improved Bernoulli sub-equation function
method for soliton analysis of the M-fractional

Kuralay-IIB equation

V. Ala
Mersin, Mersin University, Department of Mathematics, Turkiye

e-mail: volkanala@mersin.edu.tr

F.N. Kaya Sağlam
Tekirdağ Namık Kemal University, Department of

Mathematics,Turkiye
e-mail: ftmnrtlp@gmail.com

In this study, M-fractional Kuralay-IIB equation (K-IIBE) is
dealt with new analytical wave solutions. Improved Bernoulli Sub-
Equation Function Method (IBSEFM) is applicated to get the novel
wave solutions of the considered equation. It is demonstrated that
IBSEFM provides a powerful mathematical tool for solving nonlinear
models in mathematical physics.

Mathematical analysis of the proposed model. Assume
the K-IIBE, defined as:

iDα,Υ
M,xv +Dα,Υ

M,x

(
Dα,Υ

M,tv
)
− hv = 0,

iDα,Υ
M,xu−Dα,Υ

M,x

(
Dα,Υ

M,tu
)
+ hu = 0, (1)

Dα,Υ
M,th− 2Dα,Υ

M,x (uv) = 0.

Let us consider the M-truncated fractional K-IIBE for u = ev∗,
expressed as:
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iDα,Υ
M,xu+Dα,Υ

M,x

(
Dα,Υ

M,tu
)
− hu = 0,

Dα,Υ
M,th+ 2eDα,Υ

M,x

(
|u|2
)

= 0. (2)

By means of wave transformation

h (x, t) = υ (ξ) ,

u (x, t) = U (ξ) exp

[
i

(
Γ (1 + Υ)

α
[ρxα + ζtα]

)]
, (3)

ξ =
Γ (1 +Υ)

α
(sxα + ηtα) .

Insertion of Eq. (3) into Eq. (2) leads to the separation into real and
imaginary parts, shown below:

2seU3 − η (ζ (ρ+ 1)− c0)U + η2sU
′′

= 0, (4)

(η + ρη + ζs)U
′

= 0. (5)

Eq. (5) gives the velocity of the soliton as

η = − ζs

(1 + ρ)
. (6)

The homogeneous balance principle is applied to initiate the solution
process on Eq. (4), and we get m = 1.

Application of the IBSEFM. To construct the soliton solu-
tions of (1), we will take account the real part as given in (4). When
we reconsider (4) for balance principle considering among U ′′ and U3,
we get the relationship as follow:

M = n−m+ 1. (7)

(7) shows us different cases of the solutions of (1) and we can obtain
some exact solutions. According to the balance, we consider M =
3, m = 1, n = 3 we hold the following equations [1]:

U(η) =
a0 + a1F (η) + a2F

2(η) + a3F
3(η)

b0 + b1F (η)
≡ Υ(η)

Ψ(η)
, (8)
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U ′(η) ≡ Υ′(η)Ψ (η)−Υ(η)Ψ′(η)
Ψ2(η)

, (9)

and

U ′′(η) ≡ Υ′(η)Ψ (η)−Υ(η)Ψ′(η)
Ψ2(η)

−

− [Υ(η)Ψ′ (η)]′Ψ2(η)− 2Υ(η)[Ψ′(η)]2Ψ(η)

Ψ4(η)
, (10)

where F ′ = σF +dF 3, a3 6= 0, b1 6= 0, σ 6= 0, d 6= 0. Using (8) – (10)
in (1), we get from coefficients of polynomial of F as follow: The
resulting set of solutions can be presented as

Case 1. For σ 6= d,

a0 =
ib0

√
η
√
c0 + ζ(−ρ)− ζ√
2
√
e
√
s

, a1 =
ib1

√
η
√
c0 + ζ(−ρ)− ζ√
2
√
e
√
s

,

a2 = −2ib0dη√
e

, a3 = −2ib1dη√
e

; σ = −
√
c0 + ζ(−ρ)− ζ√

2
√
η
√
s

.

Substituting these coefficients into (8), we obtain the following
solution of (1):

u1(x, t) =

=
i
√
η AΦ

(
ǫ2AG2 + 2d2ηs

)
√
es
(
2d2ηs · H

sxα+ηtα − 4d
√
ηsǫAG+

√
2ǫ2(c0 − ζ(ρ+ 1))3/2G2

) ,

where
A = −c0 + ζ(ρ+ 1),

H =
√

2c0 − 2ζ(ρ+ 1) · (sxα + ηtα),

G = exp

(
Γ(Υ + 1)

α
√
η
√
s

·H
)
,

Φ = exp

(
iΓ(Υ + 1)(ζtα + ρxα)

α

)
.
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1. Bulut H., Yel G., Baskonus H.M. An Application of Improved Bernoulli
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On existence and uniqueness of solutions for
retarded functional differential equations with

piecewise-continuous initial functions

A.N. Aliseyko
St. Petersburg, St. Petersburg State University

e-mail: a.aliseyko@spbu.ru

We consider systems of the form

ẋ = f(t, xt),

where the delay h > 0 and xt : [−h, 0] → R
n is the state of the system:

xt(θ) = x(t + θ). Given a function ϕ defined on [−h, 0] with values
in R and time t0 ∈ R, the initial value problem for such systems is to
find a function x(t) defined on [t0 − h, t0 + τ ], satisfying the system
above for all t ∈ [t0, t0 + τ ], such that xt0 = ϕ.

Definition. We call a function ϕ : [a, b] → R
n piecewise-continuous

if it is continuous on [a, b] except at possibly a finite number of points
and both left-hand side limit ϕ(t−) and right-hand side limit ϕ(t+)
exist at every point t of the interval [a, b]. By definition we will
assume that ϕ(a−) = ϕ(a) and ϕ(b+) = ϕ(b).

For vectors from R
n we will use the Euclidean norm ‖x‖ =√

x21 + . . .+ x2n. The set of all piecewise-continuous functions from
[a, b] to R

n will be denoted as PC([a, b],Rn), and C([a, b],Rn) is the
set of all continuous functions. It is not hard to verify that

‖ϕ‖ = sup
t∈[a,b]

‖ϕ(t)‖,

defines a norm on both PC([a, b],Rn) and C([a, b],Rn).
The following result is well-known [1, 2].
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Theorem 1. Let f : [0,∞) × C([−h, 0],Rn) → R
n and suppose

that the functional f is uniformly bounded on any bounded subset
of C([−h, 0],Rn), continuous, and uniformly Lipschitz continuous in
ϕ on any bounded subset of C([−h, 0],Rn). Then for any ϕ ∈ X and
t0 ≥ 0 there exists t1 > t0 such that the system

ẋ(t) = f(t, xt) (1)

has a unique solution x(t) defined on [t0 − h, t1] satisfying xt0 = ϕ.

For linear systems, however, it is necessary to consider discon-
tinuous initial function and for that reason in [2] an attempt was
made to show that Theorem 1 still holds if C([a, b],Rn) is replaced
everywhere by PC([a, b],Rn). In this contribution we establish that
it is, in fact, impossible to preserve Theorem 1 without additional
assumptions on the functional f .

Theorem 2. There exists a functional f̂ : PC([−h, 0],R) → R that
is bounded on bounded subsets of PC([−h, 0],R), continuous and uni-
formly 1-Lipschitz continuous such that for any t1 > 0 the equation

ẋ(t) = f̂(xt),

has no solutions x(t) on any interval [−h, t1] satisfying

x0(θ) = ϕ0(θ) =

{
0, θ ∈ [−h, 0),
1, θ = 0.

Theorem 1 [1, 2] is usually established by considering the inte-
gral equation

x(t) = ϕ(0) +

∫ t

t0

f(s, xs)ds (2)

instead of examining equation (1) directly. More that that, it is
often advantageous to relax the differentiability assumptions on the
solutions of (1) and instead assume only that x(t) satisfies equation
(2) and the initial condition xt0 = ϕ. In the following we show that

even in this weaker sense the functional f̂ admits no solutions with
the initial function ϕ0.
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Crucially, when x(t) is continuous on [t0 − h, t1], the mapping
s 7→ xs is continuous on [t0, t1] (see [1]). However, it is not the case
for piecewise-continuous functions. More precisely, one can show the
following result.

Lemma 1. Let x be a function defined on [t0 − h, t1], continuous on
[t0, t1], piecewise-continuous with at least one discontinuity on [t0 −
h, t0], where t̄ is the rightmost discontinuity. Then the mapping s 7→
xs is not continuous for any t0 ≤ s ≤ t̄+ h.

Hence, the main idea behind the proof of Theorem 2 is con-
struct a functional in such a way that f(s, xs) is not Lebesgue-
integrable. We consider the scalar case (n = 1) with ϕ0 as given
in Theorem 2 and t0 = 0. Along any potential solution with such an
initial function its state will have the form

xs(θ) =





0, θ ∈ [−h,−s),
1, θ = −s,
χ(t), θ ∈ (−s, 0],

where χ is continuous and s ∈ [0, h]. For all s ∈ [0, h] we define As

as the set of functions from X that are equal to 0 for θ < −s, to 1
at t = −s, and are continuous afterwards. Let A =

⋃
[0,h]As.

Lemma 2. Let g : [0, h] → R be any function. Define fg(α) = g(s)
for all α ∈ As. Then fg : A → R is continuous. Moreover, if
g([0, h]) ⊂ [0, 1] then fg is 1-Lipschitz continuous.

By McShane’s extension theorem [3] for any bounded func-
tion g the functional fg can be extended to some Lipschitz contin-

uous functional f̂g defined on the whole space PC([−h, 0],R). By

construction, xs ∈ As for s ∈ [0, h], therefore f̂g(xs) = g(s). The re-
maining step is to pick some function g with particularly pathological
properties.

For example, if g is the Dirichlet function, then fg(xs) is al-
ready not Riemann-integrable, but is still Lebesgue-integrable. Fur-
ther still, g can be chosen as the characteristic function of a Vitali
set [4] so that it will not be integrable on [0, h]. Even further, using
transfinite induction one can show that there exists a set N ⊂ [0, h]
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such that N ∩ [0, t] is not-measurable for any t > 0. Now we can
define g as the characteristic function of the set N , then construct
the functional fg and extend it to the functional f̂ .

But then, to have a solution with the initial function ϕ0 we

must have x(t) = 1 +
∫ t
0 g(s)ds, where the integral should be equal

to the measure of the set [0, t] ∩ N and thus not defined for any t.
The work is supported by Russian Science Foundation, project No. 23–

71–10099, https://rscf.ru/project/23-71-10099/
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This paper is dedicated to find the solutions of the equation
of loaded combined KdV-MKdV equation. It is shown that G′/G-
expansion method is one of the most effective way of finding the
solutions.

Consider the following loaded combined KdV-MKdV equation

ut + 6uux − 6u2ux + uxxx + γ(t)u(0, t)ux = 0, (1)

where u(x, t) is an unknown function, γ(t) is the given real continuous
function, x ∈ R, t ≥ 0.
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Description of the generalized-expansion method

Let us given a nonlinear partial differential equation in the
following form

F(u, ut, ux, utt, uxx, utx, . . .) = 0 (2)

with two independent variables x and t. Besides, u = u(x, t) is a
unknown function, F is a polynomial in u and its partial derivatives in
which the highest order derivatives and nonlinear terms are involved.
Now we give the main steps of the G′/G-expansion method [3]:

Step 1. We find the solution u in the following form:

u(x, t) = u(ξ), ξ = x− Ω(t), (3)

where ξ is parameter and Ω(t) is a continuous function dependent
on t. We reduce equation (2) to the following nonlinear ordinary
differential equation:

P (u, u′, u′′, u′′′, . . .) = 0, (4)

where P is a polynomial of u(ξ) and its all derivatives u′(ξ) = du(ξ)
dξ ,

u′′(ξ) = d2u(ξ)
dξ2

, . . . .

Step 2. We assume that the solution of equation (4) has the
form

u(ξ) =
m∑

j=0

aj

(
G′

G

)j

, (5)

where G = G(ξ) satisfies the following second order ordinary differ-
ential equation:

G′′ + λG′ + µG = 0, (6)

where G′ = dG(ξ)
dξ , G′′ = d2G(ξ)

dξ2 and λ, µ, aj (j = 1, 2, . . . ,m) are

constants that can be determined later, provided am 6= 0.
Step 3. We determine the integer number m by balancing the

nonlinear terms of the highest order and the partial product of the
highest order of (4).
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Step 4. Substitute (5) along with (6) into (4) and collect all

terms in the same order of
(
G′(ξ)
G(ξ)

)
, then left-hand side of (4) is con-

verted into a polynomial in
(
G′(ξ)
G(ξ)

)
. Then, equaling each coefficient

of this polynomial to zero we derive a set of over-determined partial
differential equations for aj (j = 1, 2, . . . ,m) and ξ.

Step 5. Substituting the values aj (j = 1, 2, . . . ,m) and ξ and
as well as the solutions of equation (6) into (5), we have the exact
solutions of equation (2).
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In this study, new analytical wave solutions of the M-fractional
Kuralay-IIB equation (K-IIBE) are explored using the generalized
Arnous method. A variety of soliton solutions such as dark and
bright solitons are successfully derived. These analytical solutions are
valuable not only for their role in revealing the physical and math-
ematical structure of the underlying system but also for providing
a solid foundation for further theoretical analysis. The generalized
Arnous method proves to be a reliable, efficient, and straightforward
approach for handling fractional nonlinear partial differential equa-
tions.

Mathematical analysis of the proposed model. Assume
the K-IIBE, defined as:

iDα,Υ
M,xv +Dα,Υ

M,x

(
Dα,Υ

M,tv
)
− hv = 0,

iDα,Υ
M,xu−Dα,Υ

M,x

(
Dα,Υ

M,tu
)
+ hu = 0, (1)

Dα,Υ
M,th− 2Dα,Υ

M,x (uv) = 0.

Let us consider the M-truncated fractional K-IIBE for u = εv∗,
expressed as:

iDα,Υ
M,xu+Dα,Υ

M,x

(
Dα,Υ

M,tu
)
− hu = 0,

Dα,Υ
M,th+ 2εDα,Υ

M,x

(
|u|2
)

= 0. (2)
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Through the use of wave transformation

h (x, t) = υ (ξ) ,

u (x, t) =M (ξ) exp

[
i

(
Γ (1 + Υ)

α
[ρxα + ζtα]

)]
, (3)

ξ =
Γ (1 + Υ)

α
(σxα + ηtα) .

By plugging Eq. (3) into Eq. (2), we obtain the real and imag-
inary parts, as shown below:

2σεM3 − η (ζ (ρ+ 1)− c0)M + η2σM
′′

= 0, (4)

(η + ρη + ζσ)M
′

= 0. (5)

Eq. (5) gives the velocity of the soliton as

η = − ζσ

(1 + ρ)
. (6)

By employing the homogeneous balance principle on Eq. (4),
we derive m = 1.

Description of the generalized Arnous method. In this
subsection, the offered method is introduced [1]:

Step 1. Let us express the solution of Eq. (1) as:

Θ(ξ) = A0 +

j∑

i=1

Ai +Bi

[
φ

′

(ξ)
]i

[φ (ξ)]i
, (7)

in which [
φ

′

(ξ)
]2

= [φ (ξ)−̟] ln (k)2 , (8)

and

[
φ(m) (ξ)

]
=

{
φ (ξ) ln(κ)2, if m is even,

φ′ (ξ) ln(κ)m−1, if m is odd, m ≥ 2,
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where
φ (ξ) = k ln(κ)κξ +

̟

4k ln(κ)κξ
. (9)

According to the pre-assumed structures in Eqs. (7) and (9),
k, ̟, A0, Ai and Bi (i = 1, 2, . . . , j) are the arbitrary coefficients to
be determined. Furthermore, to find the positive integer j, we can
utilize established balancing rules from the literature.

Step 2. Substituting the solution from Eq. (7) into Eq.(1),

gives a polynomial equation of 1
φ(ξ)

(
φ
′

(ξ)
φ(ξ)

)
. By collecting all terms

of the same power in this polynomial and equating them to zero, we
obtain a system of algebraic equations.

Step 3. After solving this system, the analytical solutions to
Eq. (1) are obtained by substituting the outcomes into the general
structure of Eq. (7).

Extraction of Solution for Generalized Arnous Method.
For m = 1, Eq. (7) is written as:

M (ξ) = A0 +
A1 +B1

[
φ

′

(ξ)
]

φ (ξ)
. (10)

To determine the parameter values, we apply Maple software to solve
the system of algebraic equations. The resulting set of solutions can
be presented as

Type (1).

ζ =
c0 (1 + ρ)

−2 ln (κ)2 σ2 + (1 + ρ)2
, A0 = 0, A1 = 0, (11)

B1 =

√
−1

εc0σ

−2 ln (κ)2 σ2 + (1 + ρ)2
.

As a result, by substituting Eq. (11) along with Eq. (10) into
Eq. (3), the aforementioned model solution is expressed as:

u1 (x, t) =
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=

√
−1

εc0σ ln (κ)

(
−4k2 ln (κ)2 κ

2
(

Γ(1+Υ)
α

(σxα+ηtα)
)

+̟

)

(
2 ln (κ)2 σ2 − ρ2 − 2ρ− 1

)(
4k2 ln (κ)2 κ

2
(

Γ(1+Υ)
α

(σxα+ηtα)
)

+̟

)

× exp

[
i

(
Γ (1 + Υ)

α
[ρxα + ζtα]

)]
.

1. Arnous A.H. Optical solitons to the cubic quartic Bragg gratings with
anti-cubic nonlinearity using new approach // Optik. 2022. Vol. 251.
Art. no. 168356.

Uniform continuity of the Urysohn operator in
subspaces of the space of continuous bounded

vector functions
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1. Introduction. The study of the nonlinear integral Urysohn
operator in functional spaces is of interest in the field of nonlinear
functional analysis, and finds applications in the theory of functional
differential equations [1]. We presented a criterion for the action and
uniform continuity of the Urysohn operator from the space of mea-
surable functions with relatively compact image to the space of uni-
formly continuous functions defined on a precompact uniform space,
when the functions take values in Banach spaces, with an exact ex-
pression for the modulus of continuity in terms of the kernel of the
Urysohn operator. The result generalizes the well-known classical
test for the continuity of an Urysohn operator from [2, Chapter X],
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as well as the authors’ results [3]–[5], which were obtained for the
space of continuous functions on a compact set.

2. Basic notations. Let (Ω,Σ, µ) be a space with complete
σ-finite measure, where Ω is a uniform Hausdorff space [6], so that
Σ contains a Borel σ-algebra and the measure µ is lower regular,
that is, µB < ∞ for any compact B ⊂ Ω and µA = sup{µB : B ⊂
A, B is compact} for any A ∈ Σ.

We assume that X and Y are real separable Banach spaces,
with the additional condition that Y does not contain a copy of c0.
By Br[X] we will denote the closed ball with center at zero of radius
r of the space X. The value of the functional g ∈ Y ∗ at the point
y ∈ Y will be denoted as 〈y, g〉.

We denote by L∞(X) the Banach space consisting of measur-
able bounded functions u : Ω → X with the norm ‖u‖ = sup

t∈Ω
‖u(t)‖X ,

and by Lc
∞(X) and UC(X) the subspaces of the space L∞(X) con-

sisting of measurable functions with relatively compact image u(Ω)
in X and uniformly continuous functions, respectively. We denote
by L∞(X) and Lc

∞(X) the standard quotient spaces of L∞(X) and
Lc
∞(X), respectively, consisting of classes of µ-equivalent functions,

equipped with the norm ‖u‖∞ = ess sup
t∈Ω

‖u(t)‖X .
We assume that k : Ω2 × X → Y is a function such that for

any t ∈ Ω, the function k(t, ·, ·) satisfies satisfy the Carathéodory
conditions: the function k(t, ·, x) is measurable for each x ∈ X, and
the function k(t, s, ·) is continuous for almost every s ∈ Ω.

The main object of our study is the nonlinear integral operator
of Urysohn K with kernel k, defined by

(Ku)(t) =

∫

Ω
k(t, s, u(s)) ds, t ∈ Ω,

where the integral is understood in the Pettis sense [7, p. 54].
Let’s define, for now formally, the quantity ωr(δ) for arbitrary

r > 0 and δ > 0 as follows:

ωr(δ) =

sup
t∈Ω; g∈B1[Y ∗]

∫

Ω
sup

x1,x2∈Br [X], ‖x1−x2‖X≤δ
|〈k(t, s, x1)− k(t, s, x2), g〉| ds.
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From the Carathéodory conditions, it follows that the function under
the integral sign is measurable in s, which means that the quantity
ωr(δ) is defined correctly, but we do not assume a priori that it is
finite.

Note that the study of the operator K in the space of uniformly
continuous functions covers many specific functional spaces of interest
for applications. Particular cases of the space UC(X) with Ω = R or
Ω = [a,∞) are the Banach space of all continuous bounded functions
u : Ω → X and some of its subspaces, such as the space of continuous
functions converging to zero at infinity and the space of Bohr almost
periodic functions.

3. The main results. The following theorems were proven.

Theorem 1. In order for the operator K to act from Lc
∞(X) to

UC(Y ) and to be uniformly continuous on each ball, it is necessary
and sufficient that the following conditions be satisfied (a), (b) and
(c):

(a) There is u ∈ Lc
∞(X) such that Ku ∈ UC(Y );

(b) For any measurable set A ⊂ Ω and ∀x1, x2 ∈ X, we have
∫

A

[
k(·, s, x1)− k(·, s, x2)

]
ds ∈ UC(Y );

(c) For all r > 0, we have lim
δ→0

ωr(δ) = 0.

Moreover, if K acts from Lc
∞(X) to UC(Y ) and is uniformly

continuous on each ball, then for any r > 0 the modulus of continuity
of the operator K on the ball Br[L

c
∞(X)] is exactly the function ωr(·).

Theorem 2. Let K be an operator that acts from UC(X) to UC(Y ).
Then the following statements are true:

1) In order for K to be uniformly continuous, it is necessary
and sufficient for the condition (c) of the Theorem 1 to hold;

2) If an operator K : UC(X) → UC(Y ) is uniformly contin-
uous on each ball, then K acts from L∞(X) to L∞(Y ) and is also
uniformly continuous on each ball. Moreover, for any r > 0, the mod-
ulus of continuity of each of the operators K : Br[UC(X)] → UC(Y )
and K : Br[L∞(X)] → L∞(Y ) is exactly the function ωr(·).

The work was financially supported by SIDA under the subprogram Ca-
pacity Building in Mathematics, Statistics and Its Applications, project No.1.4.2/
UEM-Sweden 2017–2024.
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Accessible sets of a system of vector fields
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Let M be a smooth manifold of dimension n and D be a (finite
or infinite) family of smooth vector fields defined on the manifold M.

Definition 1. The orbit L(x) of a family D of vector fields pass-
ing through a point x is defined as the set of points y from M
such that there exist real numbers t1, t2, . . . , tk and vector fields
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Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xik from D (where k is an arbitrary positive integer)
such that

y = Xtk
ik
(X

tk−1

ik−1
(. . . (Xt1

i1
(x)) . . .)).

It is clear that an orbit is a smooth curve (one-dimensional
manifold) if D consists of only one vector field.

The topology of the orbit L(x) (the Sussmann topology) is in-
troduced as the strongest topology such that all mappings of the

kind (t1, t2, . . . , tk) ∈ R
k → Xtk

k (X
tk−1

k−1 (. . . (X
t1
1 (x)) . . .)) are contin-

uous for it, where t1, t2, . . . , tk are real numbers and X1,X2, . . . ,Xk

are vector fields from the family D.
It is well known [1, 2] that each orbit of each family of vector

fields (of the class Cr, r ≥ 1) with the Sussmann topology possesses
the differential structure such that, with respect to it, it is a smooth
manifold of the class Cr smoothly immersed into M.

Definition 2. Let x, y ∈ M. We say that the point y ∈ L(x) is
T -accessible from the point x ∈M if

y = Xtk
ik
(X

tk−1

ik−1
(. . . (Xt1

i1
(x)) . . .)) and

∑
ti = T.

Let Ax(T ) denote the set of points that are T -accessible from
the point x.

In [2], using Sussmann’s ideas, we proved the following asser-
tion.

Theorem 1. For each x ∈ M and each T, the set Ax(T ) is a sub-
manifold of L(x) of codimension of one or zero.

For symmetric systems, the following stronger assertion holds.

Theorem 2. Let the system D be symmetric and contain a compete
vector field. Then Ax(T ) = Ax(0) = L(x) for each T ∈ R.

Recall that a system D of vector fields is said to be symmetric
if the relation X ∈ D implies the relation −X ∈ D.

In [3], the following assertion is proved.

Theorem 3. Let M be a smooth connected manifold of dimension
n ≥ 2. Then there exists a system D consisting of two vector fields
and such that L(x) =M for each point x ∈M.
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Using this theorem, we prove the following one.

Theorem 4. Let M be a smooth connected manifold of dimension
n ≥ 2. Then there exists a system D consisting of three vector fields
and such that Ax(0) =M for each point x ∈M.

The following result is obtained [3] for manifolds with nonzero
Eulerian characteristics.

Theorem 5. Let M be a smooth compact connected manifold of di-
mension n ≥ 2 such that its Eulerian characteristic is different from
zero. There exists a system D consisting of two vector fields and such
that Ax(0) =M for each point x ∈M.

Recall that a vector field X on M is called a Killing vector
field if the one-parametric group of local transformations x→ Xt(x)
generated by the field X consists of isometries.

Note the Lie commutator of two Killing fields yields a Killing
field as well and each linear combination of Killing fields over the field
of real numbers is a Killing field. Therefore, the set of all Killing vec-
tor fields on a manifold M denoted by K(M) forms a Lie algebra
over the field of real numbers. Also, it is known that the Lie al-
gebra K(M) of Killing vector fields of each connected Riemannian
manifold M is at most 1

2n(n+ 1)-dimensional, where n = dimM . If

dimK(M) = 1
2n(n+1), then M is a manifold of constant curvature.

Let A(D) denote the least Lie subalgebra of the algebra K(M)
containing the set D.

Let f : M → N be a differentiable mapping of the greatest
rank, where M is a smooth Riemannian manifold of dimension n,
N is a smooth Riemannian manifold of dimension m, and n > m.
Then, for each point q ∈ N , the set Lq = {p ∈ M : f(p) = q} is a
manifold of dimension n−m.

Let L be a leaf of a foliation F (an orbit of a family D), x ∈ L,
TxL be the space tangent to L at the point x, and H(x) be the
orthogonal complement of TxL. The following two subbundles of the
tangent bundle TM of the manifold M arise: TF : x → TxL and
H : x → H(x). In this case, each vector field X ∈ V (M) can be
represented in the form X = XF +XH , where XF and XH are the
orthogonal projections of X to TF and H, respectively. If XH = 0,
then X is called the vertical field (tangent to F ); if XF = 0, then X
is called the horizontal field.
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The mapping f : M → N is called a Riemannian submersion if
its differential df preserves the lengths of horizontal vectors (see [3]).

Let B = M/F denote the set of leafs of F endowed by the
quotient topology. Consider the mapping π : M → F such that
π(x) = L(x), where L(x) is the leaf containing the point x. The
next theorem shows that orbits are leafs of a Riemannian submer-
sion.

Theorem 6. Let M = R
n, the set D consist of Killing vector fields,

and dimVx(D) = k for all x ∈ M , where 0 < k < n. Then the
set of leafs B = M/F endowed by the quotient topology possesses a
differential structure of a smooth (n− k)-dimensional manifold such
that the map π : M → B is a smooth Riemannian submersion.

Corollary 1. The curvature of the manifold B is nonnegative.

Theorem 7. Under the assumptions of Theorem 6, the orbits of
the family D are parallel planes if and only if B = M/F is a zero-
curvature manifold.

Theorem 8. Let M = R
n, D consist of Killing vector fields, and the

orbit L(p) be a k-dimensional plane, where 0 ≤ k ≤ n and p ∈ M .
Then, for all points q ∈ L(p), the sets Aq(0) either coincide with L(p)
or are parallel hyperplanes in L(p).
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fields // Differ. Equ. 2014. Vol. 50, no. 12. P. 1582–1589.

2. Narmanov A.Ya., Saitova S. On the geometry of the reachable set of
vector fields // Differ. Equ. 2017. Vol. 53, no. 3. P. 321–326.

3. Levitt N., Sussmann H. On controllability by means of two vector
fields // SIAM J. Control. 1975. Vol. 13, no. 6. P. 1271–1281.
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The negative order KDF equation with a self-consistent source
in the class of periodic functions is studied in [1, 2]. In this paper, we
study the integration of the loaded negative-order mkdF equation
{
qxt(x, t) = −2q(x, t)µt(x, t) + a(t)q(x, t) + γ(t)q(0, t)q(x, t),
µx(x, t) = −q2(x, t), t > 0, x ∈ R,

(1)

with time-dependent coefficients in the class of periodic functions.
It is required to find a solution of equation (1) satisfying the

conditions

q(x, t)
∣∣
t=0

= q0(x), µ(x, t)
∣∣
t=0

= µ0(t),
[qx(x, t)− µ(x, t)]

∣∣
t=0

= β(t),
q(x+ π, t) = q(x, t),
µt(x+ π, t) = µt(x, t), t ≥ 0, x ∈ R;

(2)

q(x, t) ∈ C1
x(t > 0) ∩ C1

t (t > 0) ∩ C(t ≥ 0),
µ(x, t) ∈ C1

x(t > 0) ∩C1
t (t > 0) ∩ C(t ≥ 0),

(3)

where q0(x) ∈ C3(R), γ(t) ∈ C[0,∞), µ0(t) ∈ C1[0,∞), a(t) ∈
C[0,∞), β(t) ∈ C[0,∞) are given real functions, q0(x) has period π,
the functions α(t) and β(t) are bounded. When studying the problem
(1)-(3), the following Dirac operator is used:

L(t)y = B
d

dx
y +Ω(x, t)y = λy, x ∈ R, (4)

where

B =

(
0 1
−1 0

)
, Ω(x, t) =

(
0 q(x, t)

q(x, t) 0

)
, y =

(
y1(x, t)
y2(x, t)

)
.
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By s(x, λ) = (s1(x, λ), s2(x, λ))
T we denote the solution of

equation (4) satisfying initial conditions s(0, λ) =
(
0, 1
)T

.
The spectrum of the operator (4) consists of the set E =⋃

n∈Z[λ2n, λ2n+1]. The eigenvalues ξn(t), n ∈ Z, of the Dirichlet prob-
lem y1(0) = 0, y1(π) = 0 for the system (4), together with the signs

σn(t) = sign {s2(π, ξn(t), t)− 1/s2(π, ξn(t), t)} , n ∈ Z,

are called the spectral parameters of problem (4).

Theorem. Let q(x, t), µ(x, t) be a solution of the problem (1) – (3).
Then the spectrum of the Dirac operator with coefficient q(x + τ, t)
does not depend on τ and t, and the spectral parameters ξn = ξn(τ, t),
n ∈ Z \ {0}, satisfy the analog of the system of Dubrovin–Trubowitz
equations:

∂ξn
∂t

=
1

ξn
(−1)nσn(τ, t)hn(ξ)×

×
{
qt(τ, t)− µt(τ, t) +

a(t)

2
+
γ(t)q(0, t)

2

}
, n ∈ Z \ {0}.

(5)

The signs of σn(τ, t) = ±1 change each time a point ξn(τ, t)
collides with the boundaries of its lacuna [λ2n−1, λ2n]. In addition,
the following initial conditions are satisfied:

ξn(τ, t)
∣∣
t=0

= ξ0n(τ), σn(τ, t)
∣∣
t=0

= σ0n(τ), n ∈ Z \ {0}, (6)

where ξ0n, σ0n n ∈ Z\{0} are spectral parameters of the Dirac operator
with coefficient q0(x). Considering the formulas

q(τ, t) =
∞∑

n=−∞
(−1)n−1σn(τ, t)hn(ξ),

qt(τ, t) =
∞∑

n=−∞
(−1)n−1σn(τ, t)

∂hn(ξ)
∂t ,

(7)

µ(τ, t) = µ0(t)−
∫ τ

0
q2(s, t) ds,

µt(τ, t) = µ′0(t)− 2

∫ τ

0
q(s, t) qt(s, t) ds,

(8)

system (5) can be rewritten in closed form.
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Remark. Let us show that the pair of functions q(x, t) and µ(x, t)
satisfies equation (1).

For this purpose, we use the Dubrovin–Trubovitz system

∂ξn
∂t

=
1

ξn
(−1)nσn(τ, t)hn(ξ)×

×
(
qτ (τ, t) − µ(τ, t) +

a(t)

2
+
γ(t)q(0, t)

2

)
,

(9)

n ∈ Z \ {0}, and the second trace formula

q2(τ, t) + qτ (τ, t) =
∞∑

k=−∞

(
λ22k+1 + λ22k

2
− ξ2k(τ, t)

)
. (10)

Differentiating by t the formula of traces (10) we obtain

2q(τ, t)qt(τ, t) + qτt(τ, t) = −2

∞∑

k=−∞
ξk(τ, t)

∂ξk(τ, t)

∂t
. (11)

Then, considering the system of equations (9) in (11), we obtain

2q(τ, t)qt(τ, t) + qτt(τ, t) =

= 2

(
qτ (τ, t)− µ(τ, t) +

a(t)

2
+
γ(t)q(0, t)

2

)
×

×
∞∑

k=−∞
(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ).

Taking into account equality (7), we conclude that

2q(τ, t)qt(τ, t) + qτt(τ, t) =

= 2q(τ, t) (qτ (τ, t)− µ(τ, t)) + a(t)q(τ, t) + γ(t)q(0, t)q(τ, t),

qτt(τ, t) = −2q(τ, t)µ(τ, t) + a(t)q(τ, t) + γ(t)q(0, t)q(τ, t).

Differentiating equality (8) by τ , we find µτ (τ, t) = −q2(τ, t).
Corollary. The theorem provides an effective method for solving
problem (1) – (3) based on the inverse spectral problem approach.
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Исследование устойчивости дискретной
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Рассматривается нейронная сеть, модель которой описыва-
ется матричным уравнением

y(n) = Ay(n−m) +By(n− k), n ∈ N, (1)

где y(n) = {y1(n), y2(n), . . . , yl(n)} –– вектор состояния нейронной
сети, A,B — l × l матрицы взаимодействия с запаздыванием на
m и k тактов, m,k, l ∈ N, m ≥ k. Ставится задача исследовать
равномерную и асимптотическую (совпадающую с экспоненци-
альной) устойчивость системы (1).

Предполагается, что в рассматриваемой задаче для матриц
A,B существует невырожденное преобразование T , такое что

TAT−1 = diag{a1, a2, . . . , al}, TBT−1 = diag{b1, b2, . . . , bl}.

Замена переменных Ty(n) = x(n) сводит систему (1) к диаго-
нальной системе

xj(n) = bjxj(n−m) + ajxj(n− k), j = 1, l, n ∈ N. (2)
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Таким образом, задача сводится к исследованию набора скаляр-
ных уравнений с комплексными коэффициентами a, b

x(n) + ax(n−m) + bx(n− k) = 0, n ∈ N. (3)

В соответствии с критерием Шура–Кона [1] задача устой-
чивости (3) сводится к изучению расположения корней характе-
ристического уравнения

λm = aλm−k + b (4)

относительно единичного круга. Будем строить область устойчи-
вости в пространстве коэффициентов (a, b), считая m,k фикси-
рованными.

Для построения области устойчивости воспользуемся мето-
дом D-разбиения [2]. Так как a, b ∈ C, то пространство парамет-
ров четырехмерно, поэтому сначала рассмотрим случай a ≥ 0,
b ∈ C. Положим b = α+ iβ. Поверхность D-разбиения простран-
ства параметров уравнения (4) задается параметрическими урав-
нениями

{
α = a cos(k −m)ϕ− cos kϕ,

β = a sin(k −m)ϕ− sin kϕ, ϕ ∈ [−π, π]. (5)

Эта поверхность разбивает трехмерное пространство (α, β, a) на
конечное число областей, среди которых следует выбрать область
устойчивости. В силу теоремы о связности [3], областью устой-
чивости является та, которая содержит начало координат. Обо-
значим через Gm

k открытую область, границы которой опреде-
ляются равенствами (5) с изменением параметров в пределах

a ∈
[
0, k

k−m

]
, ϕ ∈ [− arccos t0, arccos t0], где t0 — первый поло-

жительный корень уравнения aUk−m+1(t) = Uk−1(t), а Uk — мно-
гочлены Чебышёва 2-ого рода.

Через [Gm
k ] обозначим замыкание области Gm

k .

Теорема 1. Уравнение (3) при a ≥ 0, b ∈ C экспоненциально
устойчиво тогда и только тогда, когда точка с координатами
(Re b, Im b, a) принадлежит области Gm

k .
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Для построения множества равномерной устойчивости из
[Gm

k ] следует удалить те точки, для которых корни характери-
стического уравнения лежат на границе единичного круга и яв-
ляются кратными.

Рассмотрим в пространстве (α, β, a) кривую кратности



α = m

(
ak · (k −m)k−m

kk

)1/m

,

β = 0,

точки которой соответствуют параметрам уравнения (4), когда
оно имеет кратные корни.

Пусть ph — точки пересечения границы области Gm
k с кри-

вой кратности (этих точек будет m).

Теорема 2. Уравнение (3) при a ≥ 0, b ∈ C равномерно устой-
чиво, если и только если точка с координатами (Re b, Im b, a)

принадлежит множеству [Gm
k ] \

{
m⋃

h=1

ph

}
.

Теперь рассмотрим общий случай a, b ∈ C. Обозначим a =
|a|eiω, сделаем замену x(n) = u(n)eiωn/m в уравнении (3):

u(n) + |a|u(n −m) + (be−iωk/m)u(n − k) = 0, n ∈ N. (6)

Так как |x(n)| = |u(n)|, то устойчивость (3) эквивалентна
устойчивости уравнения (6), в котором |a| ≥ 0, следовательно, к
уравнению (6) применимы теоремы 1 и 2.

Назовем Gm
k (ω) область, которая получается путем поворо-

та области Gm
k на угол ωk/m против часовой стрелки, а через

[Gm
k (ω)] — её замыкание.

Теорема 3. Уравнение (3) экспоненциально устойчиво, если и
только если точка с координатами (Re b, Im b, |a|) принадлежит
области Gm

k (ω).

Теорема 4. Уравнение (3) равномерно устойчиво, если и только
если точка с координатами (Re b, Im b, |a|) принадлежит обла-
сти

[Gm
k (ω)] \{

m⋃

h=1

phe
−iωk/m}.
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Управление группой мобильных агентов
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Задачи построения децентрализованных протоколов, обес-
печивающих заданное поведение формаций мобильных агентов,
представляют собой одно из наиболее актуальных и интенсив-
но развивающихся направлений современной теории управления
[1]. Важным классом таких задач является размещение агентов
на отрезке прямой. Некоторые подходы к их решению разрабо-
таны в статьях [2, 3, 4, 5]. Следует отметить, что при синтезе
управлений, гарантирующих требуемое распределение агентов,
необходимо учитывать коммуникационное запаздывание и пере-
ключения сетевой топологии (нарушение и восстановление свя-
зей межу агентами). В [4] были построены децентрализованные
протоколы, обеспечивающие сходимость агентов к равномерному
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распределению на отрезке при любом постоянном запаздывании
и любом допустимом законе переключения.

В докладе изучается случай, когда каждый агент получа-
ет информацию о своих расстояниях до других агентов не на-
прямую, а посредством использования вспомогательных агентов.
Такая задача решалась в статье [5]. Однако там не рассматрива-
лись переключения сетевой топологии. Предполагалось, что каж-
дому агенту доступна информация о расстояниях до двух его
ближайших (по номеру) соседей. Цель данной работы — обеспе-
чить равномерное размещение агентов на отрезке в условиях бо-
лее сложных структур связей с возможностью их переключения.
Кроме того, наряду с задачей равномерного распределения аген-
тов, исследуется задача нелинейно-равномерного распределения
(равномерного по отношению к некоторой нелинейной функции).

Предположим, что на прямой задана группа, состоящая из
m мобильных агентов, которые представляют собой точки, из-
меняющие свое положение при изменении времени. Обозначим
через x1(t), . . . , xm(t) координаты агентов в момент времени t.
Пусть на прямой задан отрезок [α, β], причем точки α и β счи-
таются статичными агентами, т. е. x0(t) ≡ α, xm+1(t) ≡ β при
t ≥ 0. Требуется синтезировать децентрализованное управление,
обеспечивающее сходимость агентов к равномерному распреде-
лению на отрезке. Управление строится на основе информации,
получаемой агентами от своих соседей. В данной работе пред-
полагается, что эта информация доступна не напрямую, а че-
рез вспомогательных агентов. Например, на практике каждый
агент может использовать сенсор, дрон, квадрокоптер или какое-
то другое устройство. Пусть y1(t), . . . , ym(t) — координаты вспо-
могательных агентов в момент времени t.

Для моделирования динамики формации будем рассматри-
вать два варианта:

1) интеграторы первого порядка

ẋi(t) = ui, ẏi(t) = vi, i = 1, . . . ,m, (1)

2) двойные интеграторы

ẍi(t) + cẋi(t) = ui, ÿi(t) + dẏi(t) = vi, i = 1, . . . ,m. (2)

Здесь ui — протокол управления для i-го основного агента, vi —
протокол управления для i-го вспомогательного агента, в урав-
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нениях (2) c и d — положительные постоянные (коэффициенты
демпфирования).

Пусть σ(t) : [0,+∞) 7→ {1, . . . , S} — кусочно-постоянная
функция, задающая закон переключения сетевых топологий. Бу-
дем считать, что эта функция непрерывна справа, причем на
каждом ограниченном промежутке она может иметь только ко-
нечное число точек разрыва. Сами топологии определяются мно-

жествами Ξ
(σ(t))
il , Ξ

(σ(t))
ir , представляющими собой соответственно

множества номеров левых соседей (основных агентов с номерами,
меньшими, чем i) и номеров правых соседей (основных агентов
с номерами, большими, чем i), от которых в момент времени t
получает информацию i-й вспомогательный агент, i = 1, . . . ,m.

Введем обозначения: Ξ
(s)
i = Ξ

(s)
il ∪ Ξ

(s)
jr , i = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , S.

Предположение 1. Пусть Ξ
(s)
il 6= ∅, Ξ

(s)
ir 6= ∅ при всех i =

1, . . . ,m, s = 1, . . . , S.
Предположение 2. Каждый i-й основной агент в каждый
момент времени t получает информацию о значении величины
xi(t)− yi(t− τ), где τ > 0 — постоянное запаздывание.
Предположение 3. Каждый i-й вспомогательный агент в каж-
дый момент времени t получает информацию о значениях вели-

чин yi(t)− xj(t− τ), j ∈ Ξ
(σ(t))
i .

Предположение 4. Каждому вспомогательному агенту извест-
но, сколько основных агентов расположено между его основным
агентом и теми агентами, от которых он получает информацию.

В данной работе доказано, что при выполнении предполо-
жений 1 – 4 для моделей (1) и (2) можно построить линейные
децентрализованные протоколы, гарантирующие сходимость ос-
новных агентов к равномерному распределению на отрезке при
любом постоянном запаздывании и любом допустимом законе пе-
реключения сетевой топологии.

Следует заметить, что в ряде практических задач вместо
равномерного распределения агентов необходимо обеспечить
нелинейно-равномерное (равномерное относительно некоторой
функции) распределение [1]. Поэтому в докладе также иссле-
дуется случай, когда на прямой задана непрерывная и строго
возрастающая функция ω(z). Пусть x̃ = (x̃1, . . . , x̃m)⊤, где для
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величин x̃i выполнены условия

ω(x̃i) = ω(α) +
(ω(β)− ω(α))i

m+ 1
, i = 1, . . . ,m.

Таким образом, точки ω(x̃1), . . . , ω(x̃m) равномерно распределены
на отрезке [ω(α), ω(β)]. Теперь протоколы ui, vi нужно выбрать
так, чтобы при t → +∞ каждый i-й основной агент сходился к
соответствующему положению x̃i, i = 1, . . . ,m. В настоящей ра-
боте эта задача решена для моделей (1) и (2), причем доказана
робастность предложенных протоколов по отношению к запазды-
ваниям и переключениям.
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К вопросу о применении квадратичных
функций Ляпунова для исследования
устойчивости систем с запаздыванием

О.Г. Антоновская
Нижний Новгород, Нижегородский государственный

архитектурно-строительный университет
e-mail: olga.antonovsckaja@yandex.ru

Наиболее общим методом исследования устойчивости явля-
ется прямой метод Ляпунова (или метод функций Ляпунова). В
задачах исследования устойчивости по первому приближению си-
стем обыкновенных дифференциальных уравнений прямым ме-
тодом Ляпунова широкое применение нашли функции Ляпунова
в виде положительно определенных квадратичных форм. Столь
же широкое применение квадратичные функции Ляпунова могут
иметь и в задачах исследования систем с запаздыванием [1, 2].

В натоящем докладе предлагается использовать в качестве
функции Ляпунова для системы с запаздыванием квадратичную
функцию Ляпунова, построенную для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений и удовлетворяющую ограничени-
ям на ее первую производную в силу этой системы [3].

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с за-
паздыванием вида

ẋ = F (x, x(t− τ)), x = (x1, . . . , xn)
т ∈ R

n, (1)

x(t− τ) = (x1(t− τ), . . . , xn(t− τ))т ∈ R
n,

где F (x, x(t − τ)) = (f1(x1, . . . , xn, x1(t − τ), . . . , xn(t − τ)), . . . ,
fn(x1, . . . , xn, x1(t−τ), . . . , xn(t−τ)))т — непрерывно дифференци-
руемые функции своих переменных, удовлетворяющие условию
F (0, 0) = 0, τ — постоянная величина.

Для того, чтобы положительно определенная квадратичная
форма

V (x) = xтKx (Kт = K), (2)

(элементы n × n-матрицы K = (Kij)
n
ij=1 вещественные) удовле-

творяла требованиям теоремы Разумихина [4] об асимптотиче-
ской устойчивости для системы (1), достаточно [1, 2], чтобы она
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удовлетворяла требованиям теоремы Разумихина для системы
первого приближения

ẋ = Ax+Bx(t− τ), (3)

где A = (aij)
n
ij=1, B = (bij)

n
ij=1, причем aij = ∂fi/∂xj , bij =

∂fi/∂xj(t− τ) при x1 = . . . = xn = x1(t− τ) = . . . = xn(t− τ) = 0.

То есть должно выполняться условие V̇ (x, x(t − τ)) < 0 при
V (x(t− τ)) ≤ V (x), или, что то же самое,

xт(AтK +KA)x+ xт(t− τ)BтKx+ xтKBx(t− τ) < 0

при xт(t− τ)Kx(t− τ) ≤ xтKx.
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений без за-

паздывания
ẋ = Ax. (4)

Будем предполагать, что собственные значения матрицы системы
имеют отрицательные действительные части, т.е. состояние рав-
новесия системы без запаздывания асимптотически устойчиво. В
работе [3] доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть квадратичная форма (2) является функци-
ей Ляпунова системы (4), и на заданной поверхности уровня
V (x) = V0 = const > 0 функции V (x) максимальное значение
ее первой производной в силу системы (4) равно δV0. Тогда для
собственных значений λi, i = 1, n, матрицы коэффициентов си-
стемы (4) справедливо неравенство 2 max

i=1,n
Reλi 6 δ < 0, а коэф-

фициенты квадратичной формы (2) удовлетворяют равенству

det(AтK +KA− µK) = 0, (5)

в котором µ = δ.

Пусть квадратичная форма (2) выбрана в соответствии с
требованиями теоремы 1 (µ = δ). Наряду с уравнением (5) рас-
смотрим также уравнение

det(BтK +KB − µK) = 0. (6)

Тогда справедлива следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть δ есть наибольший корень уравнения (5), а

δ̃ — наибольший корень уравнения (6). Если δ + δ̃ < 0, то квад-
ратичную форму (2) с коэффициентами, выбранными в силу (5),
можно использовать как функцию Ляпунова при исследовании
системы с запаздыванием (3).
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Точные решения и анализ Пенлеве
неклассического уравнения в частных

производных третьего порядка

А.И. Аристов
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Статья посвящена построению точных решений следующе-
го уравнения:

∂

∂t
∆u+ (λ;∇)u+ u(µ;∇u) + ∆u = 0,

где u зависит от пространственной переменной x ∈ RN и време-
ни t > 0. Параметры λ ∈ RN и µ ∈ RN постоянны. Под (λ;∇)
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подразумевается оператор

(λ;∇) =

N∑

k=1

λk
∂

∂xk
,

Уравнение может использоваться для моделирования нестацио-
нарных процессов в полупроводниковой среде.

Качественной теории уравнений соболевского типа, содер-
жащих суперпозицию дифференцирования по времени и лапла-
сиана, посвящены обширные исследования. В [1] исследованы
асимптотики решений задач Коши для многих нелинейных урав-
нений (и классических, и соболевских), предложена их класси-
фикация. В [2, 3] рассмотрены разнообразные начально-краевые
задачи для нелинейных уравнений соболевского типа, получе-
ны результаты об их однозначной разрешимости и разрушении
решения (или отсутствии разрушения). Под разрушением пони-
мается разрешимость задачи на конечном промежутке времени
при отсутствии решения на всём луче t > 0. С другой стороны,
в известной автору литературе о точных решениях (например,
[4, 5, 6]) уравнения соболевского типа встречаются редко.

В данной работе построено и проанализировано семь клас-
сов точных решений указанного уравнения. В одном из случаев
решения выражены через решения обыкновенного дифференци-
ального уравнения, для которого проведён анализ Пенлеве.

А именно, получены следующие результаты. Через c обо-
значим произвольную действительную постоянную, через α —
произвольный постоянный N -мерный вектор.

• Во-первых,

u(x; t) = − 6

25m

c2e−2z/5

(
1− ce−z/5

)2

при условии l = 6/25. Здесь z = (α;x) + t, l = (λ;α)/(α;α),
m = (µ;α)/(2(α;α)).

• Во-вторых, имеет место более общее утверждение. Уравне-
ние имеет решение u(x; t) = f(z), где функция f(·) опреде-
ляется уравнением

f ′′ + f ′ + lf +mf2 = c.

40



Оно проходит тест Пенлеве тогда и только тогда, когда

c =
36− 625l2

2500m
.

В этом случае

f = − 6

m
(z − z0)

−2 +
6∑

n=1

An(z − z0)
n−2 +O((z − z0)

5),

при z → z0. Коэффициенты A1;2;3;4;5 можно определить од-
нозначно, тогда как постоянные A6 и z0 произвольны.

• В-третьих, получены решения в виде произведения элемен-
тарных функций только от z и только от t, где z = (α;x),
|α| = 1.

• В-четвёртых, если l = 0, то u = eqtw(zeqt), где z = (α;x),
|α| = 1, а функция w(·) определяется обыкновенным диф-
ференциальным уравнением с двумя произвольными пара-
метрами.

• В-пятых,

u =
T (z)

cet −m
− l

2m
,

где z = (α;x), |α| = 1, а функция T (·) — произвольный
элемент объединения трёх классов элементарных функций.

• В-шестых, когда простанственная переменная является дву-
мерной, то есть u = u(x; y; t), то

u = c

(
x

µ1
− y

µ2

)
+ h(t)

с произвольной функцией h(·) (при условии λ1/µ1 = λ2/µ2).

• В-седьмых, если пространственная переменная двумерна,
то есть u = u(x; y; t), то

u = ceM(µ2x−µ1y) + g(t),

где M = (λ2µ1 − λ1µ2)/(µ
2
1 + µ22), а g(·) — произвольныя

функция.
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Можно показать, что среди построенных решений имеют-
ся как разрушающиеся за конечное время, так и ограниченные
глобально по времени при любом фиксированном значении про-
странственной переменной.
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Рассмотрим дифференциальное уравнение с двумя запаз-
дываниями

ẋ(t) + b1x(t− 1) + b2x(t− 2) = 0, t > 0, (1)

где b1, b2 ∈ R. При отрицательных значениях аргумента доопре-
делим x начальной функцией.
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Перенесём начальную функцию в правую часть σ(t) и по-
лучим

ẋ(t) + b1x(t− 1) + b2x(t− 2) = σ(t), t > 0, (2)

где x(ξ) = 0 при ξ < 0. Как известно [1, с. 84], уравнение (2)
с заданным начальным условием x(0) однозначно разрешимо в
классе локально абсолютно непрерывных функций и его решение
представимо в виде:

x(t) = x0(t)x(0) +

∫ min{t,2}

0
x0(t− s)σ(s) ds, (3)

где x0 — фундаментальное решение. В силу (3) асимптотиче-
ское поведение любого решения уравнений (1) и (2) полностью
определяется асимптотическими свойствами функции x0, иссле-
дование которых сводится к изучению расположения нулей ха-
рактеристической функции g на комплексной плоскости: g(p) =
p+ b1e

−p + b2e
−2p, p ∈ C.

Определение 1. Уравнение (1) называется экспоненциально
устойчивым, если найдутся N,α > 0, такие что для любого
t ∈ R+ выполняется неравенство |x0(t)| 6 Ne−αt.

Для (1) построена область экспоненциальной устойчивости.
Обозначим через D область, ограниченную прямой u2 = −u1 и
кривой Γ, заданной параметрически:

Γ =
{
(u1, u2) : u1 = − θ cos 2θ

sin θ , u2 = θ ctg θ, θ ∈
[
0, 2π3

]}
.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения.

1. Уравнение (1) экспоненциально устойчиво тогда и только
тогда, когда все нули функции g лежат слева от мнимой
оси.

2. Уравнение (1) экспоненциально устойчиво тогда и только
тогда, когда {b1, b2} ∈ D.

Определение 2. Будем называть определённую на положитель-
ной полуоси непрерывную функцию осциллирующей, если она
имеет на положительной полуоси неограниченную справа после-
довательность нулей.
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Определение 3. Уравнение (1) назовём осциллирующим, если
все его решения осциллируют.

Введём функцию u2 = ϕ(u1), заданную параметрически

u1 = −(1 + 2ζ)eζ , u2 = (1 + ζ)e2ζ , ζ > −1.

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения.

1. Уравнение (1) является осциллирующим тогда и только
тогда, когда функция g не имеет вещественных корней.

2. Уравнение (1) осциллирующее тогда и только тогда, когда

(b1, b2) ∈ {(u1, u2) : u2 > ϕ(u1), u1 6 1/e} ∪
∪ {(u1, u2) : u2 > 0, u1 > 1/e} .

Пункт 1 теоремы 2 доказан в работе [2], пункт 2 — в рабо-
те [3].

Пусть уравнение (1) не является осциллирующим, то есть
функция g имеет хотя бы один вещественный корень. Если при
этом b2 > 0 и (b1, b2) ∈ D, то фундаментальное решение поло-
жительно и, более того, имеет двустороннюю экспоненциальную
оценку, в которой показатели экспонент и коэффициенты явля-
ются точными и легко вычисляемыми.

Теорема 3 ([4]). Пусть b2 > 0, −ω — наибольший вещественный
корень функции g, ω > 0 и g′(−ω) 6= 0. Тогда фундаментальное
решение уравнения (1) имеет двустороннюю оценку

e−ωt 6 x0(t) <
1

g′(−ω)e
−ωt, t > 0.

Случай b2 < 0 сложнее. Введём функцию

u2 = ψ1(u1) =

{− u1 при u1 6 −1 или u1 ∈ (1/e, 1),

ϕ(u1) при u1 ∈ (−1, 1/e].

Определим через P1 множество, которому принадлежат точки
(u1, u2) такие, что u2 6 ψ1(u1).
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Теорема 4. Если (b1, b2) ∈ P1, то фундаментальное решение x0
уравнения (1) положительно на R+.

Введём функцию u2 = υ(u1), заданную параметрически:

u1 = e
− ζ

2

(

2 ctg ζ+ 1
sin ζ

)

ζ ctg ζ
2 ,

u2 = −e−ζ
(

2 ctg ζ+ 1
sin ζ

)

ζ
2 sin ζ , ζ ∈ [0, π).

Функцию ϕ продолжим при ζ ∈ (−3/2,−1). Определим функцию

u2 = ψ2(u1) =

{
ϕ(u1) при u1 ∈ (1/e, 2e−3/2],

υ(u1) при u1 > 2e−3/2.

Определим через P2 множество, которому принадлежат точки
(u1, u2) такие, что u2 < ψ2(u1).

Теорема 5. Если (b1, b2) ∈ P2, то найдётся такое t0 > 0, что
фундаментальное решение x0 уравнения (1) положительно при
t > t0.

Теорема 6. Если b2 > ψ2(u1), то фундаментальное решение x0
уравнения (1) осциллирует.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего об-
разования Российской Федерации, проект № FSNM-2023-0005.
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Два примера многомерных автономных
дифференциальных систем с контрастными

сочетаниями свойств устойчивости и
неустойчивости разных типов

А. А. Бондарев
Москва, Московский государственный университет имени

М.В. Ломоносова
e-mail: albondarev1998@yandex.ru

Доклад посвящен исследованию реализуемости на диффе-
ренциальных системах сочетаний контрастирующих друг с дру-
гом свойств устойчивости и неустойчивости трех типов: ляпунов-
ского и недавно введенных перроновского [1] и верхнепредельно-
го [2].

Некоторые результаты исследований таких сочетаний для
неавтономных систем представлены в работе [3].

В настоящем же докладе представлены примеры, реализу-
ющие еще некоторые сочетания подобных свойств, но уже на ав-
тономных системах (так сказать, автономные аналоги систем из
работы [3], нереализуемых в автономном случае).

Для произвольного числа n ∈ N в фазовом пространстве
R
n с нормой | · | рассмотрим систему

ẋ = f(t, x), t ∈ R+ ≡ [0,+∞), x ∈ R
n, (1)

с правой частью f : R+ × R
n → R

n, удовлетворяющей условиям

f, f ′x ∈ C(R+ × R
n), f(t, 0) = 0, t ∈ R+.

Положим

B̊ρ ≡ {x0 ∈ R
n | 0 < |x0| 6 ρ}, ρ > 0,
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и для каждого x0 ∈ R
n через x(·, x0) обозначим непродолжае-

мое решение системы (1), удовлетворяющее начальному условию
x(0, x0) = x0.

Определение 1. Скажем, что у системы (1) (точнее, у ее нуле-
вого решения) имеется ляпуновская, перроновская или верхнепре-
дельная (отмечены ниже индексом κ = λ, π, σ соответственно):

1) устойчивость, если для любого ε > 0 существует та-

кое δ > 0, что любое начальное значение x0 ∈ B̊δ удовлетворяет
соответственно требованию

sup
t∈R+

|x(t, x0)| < ε, lim
t→+∞

|x(t, x0)| < ε, lim
t→+∞

|x(t, x0)| < ε; (2)

2) асимптотическая устойчивость, если: в перроновском
и верхнепредельном случаях — существует такое δ > 0, что каж-
дое начальное значение x0 ∈ B̊δ удовлетворяет соответственно
требованию

lim
t→+∞

|x(t, x0)| = 0 или lim
t→+∞

|x(t, x0)| = 0, (3)

а в ляпуновском — система обладает ляпуновской устойчивостью
и верхнепредельной асимптотической устойчивостью;

3) µ-устойчивость при данном значении µ ∈ [0, 1], если
для каждого ε > 0 существует такое δ > 0, что при каждом
ρ ∈ (0, δ) относительная мера (Лебега) mes в шаре B̊ρ его под-

множества Mκ(f, ε, ρ) всех значений x0 ∈ B̊ρ, удовлетворяющих
требованию (2), не меньше µ, т.е.

mesMκ(f, ε, ρ)/mes B̊ρ > µ;

4) ν-неустойчивость при данном значении ν ∈ [0, 1], если
существуют такие ε > 0 и δ > 0, что при каждом ρ ∈ (0, δ) от-

носительная мера в шаре B̊ρ его подмножества Nκ(f, ε, ρ) всех

значений x0 ∈ B̊ρ, не удовлетворяющих требованию (2), не мень-
ше ν.

Замечание 1. Подчеркнем, что требования (2) и (3) в определе-
нии 1 считаются не выполненными для значения x0, в частности,
уже в том случае, когда решение x(·, x0) определено не на всей
полуоси R+.
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Определение 2. Также будем говорить, что у системы (1) име-
ется перроновская или верхнепредельная:

5) массивная частная устойчивость, если для любого ε >
0 существует такое δ > 0, что любое начальное значение x0 ∈
R
n \ B̊δ удовлетворяет соответственно второму или третьему тре-

бованию (2);
6) глобальная устойчивость, если каждое начальное зна-

чение x0 ∈ R
n удовлетворяет соответствующему требованию (3).

Определение 3. Для системы (1) при κ = λ, π, σ назовем ляпу-
новской, перроновской или верхнепредельной соответственно:

а) мерой устойчивости такое число µκ(f) ∈ [0, 1], что для
каждого µ ∈ [0, µκ(f)) имеет место µ-устойчивость, а для µ ∈
(µκ(f), 1] — нет;

б) мерой неустойчивости такое число νκ(f) ∈ [0, 1], что
для каждого ν ∈ [0, νκ(f)) имеет место ν-неустойчивость, а для
ν ∈ (νκ(f), 1] — нет.

Теорема 1. Для каждого n > 1 существует автономная систе-
ма (1), которая имеет правую часть f ∈ C1(Rn), удовлетворя-
ющую условию f ′(0) = 0, а также обладает следующими двумя
свойствами:

1) каждое начальное значение x0 ∈ R
n \ B̊1 удовлетворяет

второму равенству (3);
2) для мер устойчивости и неустойчивости системы вы-

полнены равенства

0 = µκ(f) < νκ(f) = 1, κ = λ, π, σ.

Теорема 2. Для каждого n > 1 существует автономная систе-
ма (1), которая имеет правую часть f ∈ C1(Rn), удовлетворя-
ющую условию f ′(0) = 0, а также обладает следующими двумя
свойствами:

1) каждое начальное значение x0 ∈ R
n удовлетворяет вто-

рому равенству (3);
2) для мер устойчивости и неустойчивости системы вы-

полнены равенства

0 = µλ(f) < µπ(f) = µσ(f) = 1,

0 = νπ(f) = νσ(f) < νλ(f) = 1.
(4)
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Замечание 2. Обе системы, представленные в теоремах 1 и 2,
неодномерны. Более того, при n = 1 существование двух началь-
ных значений разных знаков, удовлетворяющих второму равен-
ству (3), эквивалентно [4, теорема 29] наличию у системы асимп-
тотической устойчивости (как перроновской, так и верхнепре-
дельной), а значит, одномерных примеров с такими наборами
свойств не существует.

Исследование выполнено при поддержке Фонда развития теоретиче-
ской физики и математики «БАЗИС», проект № 22-8-10-3-1.
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Многоточечная краевая задача для
нелинейного уравнения Ляпунова в случае

сильного вырождения краевых условий

А. Н. Бондарев
Могилёв, Белорусско-Российский университет

e-mail: alex-bondarev@tut.by

Рассматривается краевая задача

dX

dt
= A(t)X +XB(t) + F (t,X), X ∈ R

n×n, t ∈ I, (1)
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k∑

i=1

MiX(ti) = 0, 0 = t1 < t2 < . . . < tk = ω, (2)

где A, B ∈ C(I,Rn×n), F ∈ C(Dρ̃,R
n×n), I = [0, ω], Dρ̃ = {(t,X) :

t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃}; ω > 0, 0 < ρ̃ 6 ∞, Mi — вещественные посто-
янные n×n-матрицы. Предполагается, что нелинейная функция
F (t,X) удовлетворяет в области Dρ̃ условию Липшица относи-
тельно X (локально), при этом F (t, 0) 6≡ 0.

Работа является продолжением [1] и развитием [2, 3]. Изу-
чается случай сильного вырождения краевых условий [2]:

M =

k∑

i=1

Mi = 0. (3)

С помощью метода [4] исследуются вопросы разрешимости
и построения решения задачи (1), (2) в конечномерной банаховой
алгебре B(n) непрерывных матричнозначных функций с нормой
‖X‖C = max

t∈I
‖X(t)‖, где ‖·‖ — определенная норма матриц в этой

алгебре.
Обозначения:

Dρ = {(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ 6 ρ}, Φ =
k−1∑

j=1

Mj

tk∫

tj

A(τ)dτ, γ = ‖Φ−1‖,

α = max
t∈I

‖A(t)‖, β = max
t∈I

‖B(t)‖, h = max
t∈I

‖F (t, 0)‖, mi = ‖Mi‖,

m̃ =

k−1∑

j=1

mj , ϕj =
1

2

[
(tk − t1)

2 + (tj − t1)
2 + (tk − tj)

2
]
,

q = γ
k−1∑

j=1

mj[α(α + β + L)ϕj + (β + L)(tk − tj)],

N = γh
k−1∑

j=1

mj[αϕj + (tk − tj)],
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где 0 < ρ < ρ̃, L = L(ρ) — постоянная Липшица относительно X
функции F (t,X) для области Dρ.

Установлено, что при выполнении условия detΦ 6= 0 задача
(1), (2) эквивалентна интегральной задаче

X(t) = Φ−1
k−1∑

j=1

Mj




t∫

tj

τ∫

tj

A(σ)dσ(A(τ)X(τ) +X(τ)B(τ)+

+F (τ,X(τ)))dτ −
tk∫

t

tk∫

τ

A(σ)dσ(A(τ)X(τ) +X(τ)B(τ)+ (4)

+F (τ,X(τ)))dτ −
tk∫

tj

(X(τ)B(τ) + F (τ,X(τ)))dτ


 .

Теорема. Пусть выполнено условие (3), а также detΦ 6= 0,
q < 1, N

1−q 6 ρ. Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима в об-

ласти Dρ; ее решение X = X(t) представимо как предел равно-
мерно сходящейся к решению уравнения (4) последовательности
матричных функций, определяемых рекуррентным интеграль-
ным соотношением

Xp+1(t) = Φ−1
k−1∑

j=1

Mj×

×




t∫

tj

τ∫

tj

A(σ)dσ(A(τ)Xp(τ) +Xp−1(τ)B(τ) + F (τ,Xp−1(τ)))dτ−

−
tk∫

t

tk∫

τ

A(σ)dσ(A(τ)Xp(τ) +Xp−1(τ)B(τ) + F (τ,Xp−1(τ)))dτ−

−
tk∫

tj

(Xp(τ)B(τ) + F (τ,Xp(τ)))dτ


 , p = 1, 2, . . . , (5)
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X0 = 0, X1 = −Φ−1
k−1∑

j=1

Mj

tk∫

tj

F (τ, 0)dτ,

и удовлетворяющих условию (2), при этом справедлива оценка

‖X‖C 6
N

1− q
.

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алго-
ритма (5), при этом получена рекуррентная оценка

‖Xp+2−Xp+1‖C 6 q1‖Xp+1−Xp‖C+q2‖Xp−Xp−1‖C , p = 1, 2, . . . ,

где

q1 = γ

k−1∑

j=1

mj

[
α2ϕj + (β + L)(tk − tj)

]
, q2 = γα(β+L)

k−1∑

j=1

mjϕj .

Заметим, что q1 + q2 = q.
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О разрешимости одной нелокальной
краевой задачи для линейного

функционально-дифференциального
уравнения второго порядка

Е. И. Бравый
Пермь, Пермский национальный исследовательский

политехнический университет
e-mail: bravyi@perm.ru

Для функционально-дифференциального уравнения

u′′(x) = (Tu)(x) + f(x), x ∈ [0, 1], (1)

где T : C[0, 1] → L[0, 1] — линейный ограниченный оператор и
f ∈ L[0, 1], рассматривается краевая задача

u′(0) = 0, (2)

u′(1) = αu(0). (3)

Этой задаче удовлетворяет стационарное состояние нагретого
стержня в модели теплопроводности, которая описывается урав-
нением (1). Краевое условие (2) соответствует изолированности
стержня на левом конце x = 0. Нелокальное краевое условие (3)
означает, что тепловой поток на правом конце стержня при x = 1
определяется специальным контроллером (термостатом) и с ко-
эффициентом α ∈ R пропорционален температуре, измеренной
датчиком на левом конце стержня при x = 0. Нестационарная
постановка линейной задачи теплопроводности с нелокальным
краевым условием (3), по-видимому, впервые изучалась в рабо-
тах [1, 2]. В последние годы появилось множество работ, посвя-
щенных задаче (1) – (3) в случае, когда оператор T — оператор
Немыцкого [3, 4, 5]. Рассматриваются также и обобщения этих
моделей, в частности, модели с дробными производными [6, 7] и
с функциональным оператором T [8]. В этих работах для класси-
ческих и обобщенных моделей найдены условия существования
положительного решения задачи (1) – (3).
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Здесь задача (1) – (3) рассмотрена для семейств монотон-
ных операторов T с заданной нормой. Мы рассматриваем такие
линейные операторы T , что или T , или −T является положи-
тельным, то есть отображает неотрицательные функции в почти
всюду неотрицательные. Норма такого оператора T определена

равенством ‖T‖
C→L

=
∫ 1
0 |(T1 )(s)|ds, где 1 — единичная функ-

ция.

Теорема 1. Краевая задача (1) – (3) имеет единственное реше-
ние при всех положительных операторах T с заданной нормой
T + тогда и только тогда, когда либо выполнены неравенства

0 ≤ T + ≤





4 +
1

α
, если α ≤ −1/2,

1

1 + α
, если α > −1/2,

(4)

или выполнены неравенсвтва

α ≥ 1

8
,

1

α
≤ T + ≤

{
4 + 8(

√
α(1 + α) + α), если α ∈

[
1
8 , α1

]
,

4 +
1

α
, если α > α1,

(5)
где

α1 =
q

24
+

6

q
− 1

12
≈ 0, 19, q = (100 + 12

√
69)1/3.

Теорема 2. Краевая задача (1) – (3) имеет единственное реше-
ние при всех таких линейных операторах T , что −T — положи-
тельный оператор с нормой T −, тогда и только тогда, когда
либо выполнены неравенства

0 ≤ T − ≤





− 1

α
, если α ≤ −1

4 ,

16α+ 8, если − 1
4 < α ≤ α2,

2 + 2

√
1 +

1

α
, если α > α2,

(6)

где

α2 =
p

24
+

1

2p
− 1

4
≈ 0, 08, p = (108 + 12

√
69)1/3,

54



или выполнены неравенства

α ≤ −4

3
, − 1

1 + α
≤ T − ≤ 2 + 2

√
1 +

1

α
. (7)

Сформулируем один из результатов о сохранении знака ре-
шений.

Теорема 3. Пусть α > 1/2 и выполнены условия теоремы 1. То-
гда все решения задачи (1) – (3) сохраняют знак при всех неот-
рицательных функциях f ∈ L[0, 1], удовлетворяющих условию

µ vrai sup
x∈[0,1]

f(x) ≤ vrai inf
x∈[0,1]

f(x),

где µ ∈ [0, 1], тогда и только тогда, когда

T + ≤ 1 +
√
µ. (8)

При этом, если выполнены условия (4), то решения неотри-
цательны, если выполнены условия (5), то решения неположи-
тельны.

Все условия (4) – (8) неулучшаемы. Если они не выполнены,
то найдется соответствующий оператор T с данной нормой, для
которого исследуемое свойство не выполнено.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего об-
разования Российской Федерации, проект № FSNM-2023-0005.
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Об эллиптической задаче в пространстве
различной гладкости по переменным

А.В. Васильев, В.Б. Васильев, И.О. Шмаль

Белгород, Белгородский государственный национальный
исследовательский университет

e-mail: alexvassel@gmail.com, vbv57@inbox.ru, 124797@bsuedu.ru

Обозначив s = (s1, s2) и определим пространство Соболева–
Слободецкого Hs(R3) как гильбертово пространство с нормой

‖f‖s =



∫

R3

(1 + |ξ′|)2s1(1 + |ξ3|)s2 f̃(ξ)|2dξ




1/2

, ξ′ = (ξ1, ξ2).

Псевдодифференциальный оператор A определяется фор-
мулой

(Au)(x) =
1

(2π)3

∫

R3

∫

R3

ei(x−y)·ξÃ(ξ)u(y) dy dξ,

и заданная измеримая функция Ã(ξ) называется символом опе-
ратора A.
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Здесь рассматривается специальная краевая задача, свя-
занная с уравнением

(Au)(x) = v(x), x ∈ C, (1)

когда по части переменных не требуется задания граничных усло-
вий. Пусть C ⊂ R

3 — трехгранный угол вида C = C2 × C1, где
C2 — плоский сектор {x ∈ R

3 : x = (x1, x2, x3), x2 > a|x1|, a >
0, x3 = 0}, C1 — положительная полуось {x ∈ R

3 : x = (x1, x2, x3),
x1 = 0, x2 = 0, x3 > 0}. Предполагается, что символ удовлетворя-
ет условию

|Ã(ξ)| ∼ (1 + |ξ′|)α1(1 + |x3|)α2 , ξ′ = (ξ1, ξ2),

и имеет разные порядки по двум группам переменных, α =
(α1, α2). Решение ищется в пространстве Hs(C), правая часть
из пространства Hs−α

0 (C) [1, 2].
Радиальной трубчатой областью над конусом C называет-

ся область в многомерном комплексном пространстве C
3 следу-

ющего вида:

T (C) ≡ {z ∈ C
3 : z = x+ iy, x ∈ R

3, y ∈ C}.

Сопряженным конусом
∗
C называется такой конус, для всех точек

которого выполняется условие

x · y > 0, ∀y ∈ C,
x · y обозначает скалярное произведение x и y.

Определение. Волновой факторизацией эллиптического симво-
ла Ã(ξ) относительно конуса C называется его представление в

виде Ã(ξ) = A6=(ξ) · A=(ξ), где множители A6=(ξ), A=(ξ) должны
удовлетворять следующим условиям:

1. A6=(ξ), A=(ξ) определены для всех ξ ∈ R
3, исключая, воз-

можно, точки ξ ∈ ∂
∗
C;

2. A6=(ξ), A=(ξ) допускают аналитическое продолжение в

радиальные трубчатые области T (
∗
C), T (−

∗
C) соответственно, ко-

торые удовлетворяют оценкам

|A6=(ξ + iτ)| ∼ (1 + |ξ′|+ |τ ′|)æ1(1 + |ξ3|+ |τ3|)æ2 ,
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|A=(ξ − iτ)| ∼ (1 + |ξ′|+ |τ ′|)α1−æ1(1 + |ξ3|+ |τ3|)α2−æ2 ,

∀τ = (τ ′, τ3) ∈
∗
C, æ1,2 ∈ R.

Вектор æ = (æ1,æ2) называется индексом волновой факто-
ризации.

Выберем граничные условия в форме Дирихле на двух гра-
нях

u|ax1−x2=0 = g1(ax1 + x2, x3), u|ax1+x2=0 = g1(ax1 − x2, x3) (2)

и рассмотрим краевую задачу (1), (2).
Введем систему линейных интегральных уравнений

a1(t2, ξ3)C̃(t2, ξ3) +

+∞∫

−∞

a(t1, t2, ξ3)D̃(t1, ξ3)dt1 =

= g̃1(t2, ξ3)− f̃1(t2, ξ3),
+∞∫

−∞

a(t1, t2, ξ3)C̃(t2)dt2 + a2(t1, ξ3)D̃(t1, ξ3) =

= g̃2(t1, ξ3)− f̃2(t1, ξ3),

(3)

относительно двух неизвестных функций C̃, D̃, где коэффициен-
ты, ядра и правые части уравнений определяются по сомножи-
телям волновой факторизации и правым частям уравнения (1) и
граничных условий (2).

Система (3) — система с параметром ξ3, причем все ком-
поненты уравнений (3) допускают аналитическое продолжение в
верхнюю полуплоскость по переменной ξ3.

Теорема. Пусть s1 > 1/2 и символ Ã(ξ) допускает волновую
факторизацию относительно C с индексом æ = (æ1,æ2) та-
ким, что 1/2 < æ1 − s1 < 3/2, −1/2 < æ2 − s2 < 1/2, g1,2 ∈
Hs′(R2

+), s
′ = (s1 − 1/2, s2), v ∈ Hs−α

0 (C). Тогда однозначная раз-
решимость краевой задачи (1), (2) в пространстве Hs(C) эк-
вивалентна однозначной разрешимости системы линейных ин-
тегральных уравнений (3) относительно неизвестных функций

C̃, D̃.
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Отметим, что аналог этой теоремы с другими значениями
индекса волновой факторизации был рассмотрен в работе [3].

1. Vasil’ev V.B. Wave Factorization of Elliptic Symbols: Theory
and Applications. Introduction to the Theory of Boundary Value
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О некоторых свойствах топологической
энтропии непрерывных отображений

множества Кантора

А.Н. Ветохин
Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова

e-mail: anveto27@yandex.ru

Следуя [1], приведем используемое в дальнейшем определе-
ние топологической энтропии [2]. Пусть d — метрика на X, для
непрерывного отображения f : X → X определим на X дополни-
тельную систему метрик

dfn(x, y) = max
0≤i≤n−1

d(f i(x), f i(y)),

(f i ≡ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
i

, f0 ≡ idX), x, y ∈ X, n ∈ N.

Для каждых n ∈ N и ε > 0 обозначим через Nd(f, ε, n) — макси-

мальное количество точек в X, попарные dfn-расстояния между
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которыми больше, чем ε. Тогда топологическая энтропия дина-
мической системы (X, f) определяется формулой

htop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

1

n
lnNd(f, ε, n). (1)

Отметим, что величина (1) не изменится, если в ее определении
метрику d заменить на любую другую, задающую на X ту же,
что и d, топологию.

Обозначим через C(X,X) множество непрерывных отобра-
жений из X в X с метрикой ρ(f, g) = max

x∈X
d(f(x), g(x)). Рассмот-

рим функцию
f 7−→ htop(f). (2)

Обозначим через Eh(f) =
⋂
n∈N

{htop(g) : ρ(f, g) < 1
n} множество

предельно реализуемых значений топологической энтропии [3],
т. е. множество тех значений топологической энтропии, которые
получаются при сколь угодно малых равномерных возмущениях
отображения f , через K множество Кантора на отрезке [0, 1] с
метрикой, индуцированной естественной метрикой вещественной
прямой. В работе [3] установлена следующая

Теорема 1. Если X = K, то для каждого непрерывного отобра-
жения f : X → X выполнено равенство Eh(f) = [0;+∞].

Из этой теоремы и результатов работы [4] следует

Теорема 2. Если X = K, то функция (2) принадлежит в точ-
ности второму бэровскому классу на пространстве C(X,X).

Из теоремы 1 и результатов работы [5] получаем

Теорема 3. Если X = K, то

1. множество точек непрерывности функции (2) пусто;

2. множество точек полунепрерывности снизу функции (2)
является всюду плотным Gδ-множеством и совпадает с
множеством нулей функции (2);
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3. множество точек полунепрерывности сверху функции (2)
является нигде не плотным Fσδ-множеством и совпадает
с множеством точек, в которых топологическая энтро-
пия бесконечна.

По метрическому пространству M, непрерывному отобра-
жению

f : M×X → X (3)

образуем функцию

µ 7→ htop(f(µ, ·), x). (4)

Из работ [4, 5] следует, что в случае, когда M полно, множе-
ство точек полунепрерывности снизу функции (4) является всюду
плотным в M Gδ-множеством, а множество точек полунепрерыв-
ности сверху функции (4) является Fσδ-множеством. Кроме того,
в случае M = X = K в работе [5] построен пример отображе-
ния (3) такого, что множество точек полунепрерывности снизу
функции (4) не является множеством типа Fσ.

В статье [6] установлена следующая

Теорема 4. Если M = X = K, то для каждого всюду плотно-
го подмножества A типа Gδ пространства M найдется отоб-
ражение (3) такое, что множество точек полунепрерывности
снизу функции (4) совпадает со множеством A.

В статье [7] установлена следующая

Теорема 5. Если M = X = K, то найдется отображение (3)
такое, что множество точек полунепрерывности сверху функ-
ции (4) пусто.
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Кратные бифуркации Тьюринга в системе
«реакция–диффузия»

Р.И. Габдрахманов
Уфа, Уфимский университет науки и технологий

e-mail: gabdrahmanov.robert@gmail.com

Рассматривается зависящая от скалярного параметра µ си-
стема «реакция-диффузия»

dw

dt
= A(µ)w +D∆w + h(w), w ∈ RN , (1)

где A(µ) — матрица Якоби, D — матрица диффузии с неотри-
цательными элементами, ∆ — оператор Лапласа, нелинейность
h(w) удовлетворяет соотношению: ‖h(w)‖ = o(‖w‖) при w → 0 .
Уравнение (1) изучается в параллелипипеде

Ω = {x : 0 6 x1 6 π, 0 6 x2 6 π, . . . , 0 6 xm 6 π} .
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В качестве граничных условий рассматриваются условия Нейма-
на

∂w

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 . (2)

Система (1) – (2) имеет пространственно однородную точ-
ку равновесия w = 0. Устойчивость и бифуркации в окрестности
этой точки определяются свойствами спектра линейного опера-
тора

S(µ) = A(µ) +D∆: L2(Ω) → L2(Ω)

с плотной областью определения G0, образованной замыканием

в W 2
2 (Ω) множества C2

0 (Ω) = {v(x) ∈ C2 : ∂v
∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0}.
Пусть при некотором µ = µ0 оператор S(µ0) имеет соб-

ственное значение λ = 0. В этом случае говорят о бифуркации
Тьюринга (см. [1]).

Специфика задачи о бифуркации Тьюринга связана с тем,
что оператор S(µ0) часто имеет кратное собственное λ = 0, хотя
коразмерность бифуркации равна одному. Наличие таких ситу-
аций существенно усложняет применение стандартных методов
исследования бифуркаций (см. [2]).

В настоящем докладе предлагаются подходы для исследо-
вания задачи о бифуркации Тьюринга в ситуации, когда крат-
ность собственных значений линеаризованного оператора равна
двум, а коразмерность бифуркации равна одному. Подходы ос-
нованы на конструировании эквивалентных уравнений, для ко-
торых коразмерность бифуркаций и кратности соответствующих
собственных значений совпадают.

1. Свирежев Ю.М. Нелинейные волны, диссипативные структуры и
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Некоторые особенности применения
конечно-разностных методов для систем с

линейным запаздыванием

Б. Г. Гребенщиков
Челябинск, Южно-Уральский государственный университет

e-mail: grebenshchikovbg@susu.ru

А.Б. Ложников
Екатеринбург, Институт математики и механики

им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Уральский федеральный
университет

e-mail: ABLozhnikov@yandex.ru

Рассматриваются системы m-го порядка, содержащие ли-
нейное запаздывание γ(t) = (1−µ)t, µ = const, 0 < µ < 1, напри-
мер:

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(µt), t ≥ t0 > 0. (1)

Здесь A и B — постоянные матрицы размерности m × m, при
этом предполагается, что собственные числа λ матрицы A имеют
отрицательную вещественную часть, При этом производная k-го
и больших порядков при t/t0 → ∞ является исчезающей вектор-
функцией (при |ρk,µ| < 1− ε, ρk,µ — собственные числа матрицы

µkA−1B, ε — малое положительное число). Таким свойством об-
ладают и решения более сложных систем вида

dxσ̄(t)

dt
= A1xσ̄(t)+B1xσ̄(t− σ̄)+B2xσ̄(µt), σ̄ = const, σ̄ > 0 (2)

при условии, что все корни νj характеристического уравнения

|A1 +B1 exp(−νσ̄)− νE| = 0, (3)

(где E — единичная матрица размерности m×m) имеют отрица-
тельную вещественную часть. Если справедливо также предпо-
ложение, что корни ρ̄ характеристического уравнения

|RB2 − ρ̄E| = 0, R = lim
h→∞

W(t, h), W(t, h) =

t∫

h

Yσ̄(t− s)ds (4)

64



удовлетворяют следующему неравенству при малом положитель-
ном ε̄

|ρ̄| < 1− ε̄, (5)

(Yσ̄(t− s) — фундаментальная матрица решений "укороченной"
системы, т.е. системы без линейного запаздывания), то система
(2) асимптотически устойчива [1].

Очевидно, для k-й производной решения системы (2) (при
достаточно большом k) условие (5) выполняется, и величина

x
(k)
σ̄ (t) является исчезающей вектор-функцией.

Рассмотрим далее нестационарную систему вида

dz(τ)/dτ = t0e
τ [Ā(τ)z(τ) + B̄(τ)z(τ − σ)],

σ = − ln(µ), σ > 0, τ ≥ 0, z(η) = φ(t0e
η), η ∈ [µt0, t0],

Ā(τ) = A(t0e
τ ), B̄(τ) = B(t0e

τ ).

(6)

Полагаем, что матрицы Ā(τ), B̄(τ) — достаточное число раз диф-
ференцируемые, периодические (периода σ), и для корней λj(τ)
характеристического уравнения |Ā(τ) − λE| = 0 справедливо
неравенство

Reλ < −2d, d = const, d > 0. (7)

Система (6) получается из соответствующей нестационарной си-
стемы с линейным запаздыванием при замене аргумента τ =
ln(t/t0) и эквивалентна счетной системе

εndzn+1(τ)/dτ = eτ [Ā(τ)zn+1(τ) + B̄(τ)zn(τ)],

εn =
µn

t0
, n = 0, 1, . . . ,

(8)

где zn+1(τ) = z(τ+nσ), zn+1(0) = zn(σ), z0(τ) = φ(τ−σ). При до-
статочно малом εn для соответствующей фундаментальной мат-
рицы Yn(τ, s) решений системы без запаздывающих членов

εndyn+1(τ)/dτ = eτ Ā(τ)yn+1(τ),

yn+1(0) = yn(σ), n = 0, 1, 2, . . . ,
(9)

справедлива оценка при 0 < s ≤ τ ≤ σ [2]

‖Yn(τ, s)‖ ≤M exp

(
− d

εn
(eτ − es)

)
, M = const, M > 1. (10)
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При выполнении условий (7) из оценки (10) следует, что

величины z
(j)
n+1(τ), j = 0, 1, 2, . . . для достаточно малых εn удо-

влетворяют разностным неоднородным системам [3]

z
(j)
n+1(τ) = (−Ā−1(τ)B̄(τ) +O(εn))z

(j)
n (τ)) + Y j

n+1(τ, 0, εn)z
(j)
n (σ)+

+Πj
j,n(τ, εn)z

(j)
n (0) + F 0

j,n(τ)zn(τ) + Π0
j,n(τ, εn)zn(0)+

+F 1
j,n(τ)z

′
n(τ) + Π1

j,n(τ, εn)z
′
n(0) + . . .+

+F j−1
j,n (τ)z(j−1)

n (τ) + Πj−1
j,n (τ, εn)z

(j−1)
n (0)+

+O(εn)z
(j+1)
n (τ) +O(εn)Π

j+1
j,n (τ, εn)z

(j+1)
n (0)+

+εnO(εn)z
(j+2)
n (τ) + εnO(εn)Π

j+2
j,n (τ, εn)z

(j+2)
n (0) + . . .+

+(εn)
k−2O(εn)z

(j+k−1)
n (τ)+(εn)

k−2O(εn)Π
j+k−1
j,n (τ, εn)z

(j+k−1)
n (0)+

+O((µk q̂)n) sup
τ

‖z0(τ)‖, j = 0, 1, . . . , k.

Здесь F j
l,n(τ), (l = 0, 1, 2, . . . , j − 1) — равномерно ограниченные

матрицы размерности m×m, µkq̂ ≤ p, p = const, 0 < p < 1, мат-

рицы Y j
n+1(τ, 0, ε̄n), Π

j
n,τ (τ, ε̄n) (j = 0, 1, . . . , 2k) допускают оценку,

аналогичную оцeнкe (10). Отметим, что найденное натуральное
число k означает существование и непрерывность производных
до 2k-го порядка включительно.

Все приведенные системы имеют особенность: на их асимп-
тотическое поведение влияют производные до k-порядка, что поз-
воляет для нахождения приближенного решения с высокой степе-
нью точности использовать численные методы соответствующего
порядка [4].
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Асимптотика множеств достижимости
управляемых систем с ограничениями на

управление в Lp

М. И. Гусев
Екатеринбург, Институт математики и механики

им. Н.Н. Красовского УрО РАН
e-mail: gmi@imm.uran.ru

Рассматриваются множества достижимости управляемых
систем на заданном промежутке времени с управлениями из про-
странства Lp при 1 ≤ p ≤ ∞. Ограничения на управления за-
даны в виде u(·) ∈ Bp(µ), где Bp(µ) = {u(·) ∈ Lp : ‖u(·)‖p ≤ µ},
‖u(·)‖p — норма в Lp, норма ‖u(·)‖∞ = ess sup{‖u(t)‖ : t ∈ [t0, t1]}.
В докладе исследуется вопрос о зависимости множеств достижи-
мости от параметра p.

Пусть управляемая система задана уравнением

ẋ(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))u(t), t0 ≤ t ≤ t1, x(t0) = x0, (1)

где x(t) ∈ R
n — состояниe системы, u(t) ∈ R

r — управление,
f1 : R

n+1 → R
n, f2 : R

n+1 → R
n×r — определены на множестве

[t0, t1] × D, D ⊂ R
n — выпуклый компакт, начальное состояние

x0 ∈ intD фиксировано. Функции f1(t, x) и f2(t, x) непрерывны
и имеют непрерывные производные по x на [t0, t1]×D. Далее мы
считаем, что для каждого u(·) ∈ B1(rµ) (r = max{1, t1 − t0}) ре-
шение x(t, u(·)) системы (1) определено на [t0, t1] и принадлежит
множеству D.
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Определим отображение F (u(·)) = x(t1, u(·)), сопоставля-
ющее управлению u(·) правый конец траектории системы. Это
отображение является липшицевым на B1(rµ) при сделанных
предположениях. Множеством достижимости системы (1) при
ограничении u(·) ∈ Bp(µ) назовем множество

Rp(µ) = {F (u(·)) : u(·) ∈ Bp(µ)}.

Так как Bp(µ) ⊂ B1(rµ), Rp(µ) ⊂ D ∀p ∈ [1,∞]. Эти множе-
ства компактны при всех p, за исключением p = 1. Множество
Rp(µ) предкомпактно, его замыканием служит множество дости-
жимости в классе импульсных управлений. В докладе исследу-
ется непрерывность многозначного отображения p → Rp(µ) и, в
частности, изучается его асимптотика при p → 1 и при p → ∞.
Справедлива

Теорема 1. Отображение p → Rp(µ) непрерывно по Хаусдорфу
для всех 1 ≤ p ≤ ∞.

Теорема следует из результатов [1, 2, 3], где изучалась зави-
симость шаров в Lp от параметра p. При 1 < p ≤ ∞ в этих работах
доказана непрерывность отображения p → Bp(µ) по Хаусдорфу
относительно метрики пространства L1, откуда, с учетом липши-
цевости F , вытекает непрерывность Rp(µ). В точке p = 1 Bp(µ) не
обладает свойством полунепрывности снизу, для него справедли-
во более слабое свойство полунепрерывности снизу по Виеторису
[3]. С учетом конечномерности пространства состояний системы
этого достаточно, чтобы доказать непрерывность Rp(µ).

В случае линейной системы

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), t0 ≤ t ≤ t1, x(t0) = x0, (2)

можно доказать, что отображение p → Rp(µ) при 1 < p < ∞
удовлетворяет условию Липшица и получить оценки для погреш-
ности аппроксимации при p → 1 и при p → ∞. Будем считать,
что система (2) вполне управляема на [t0, t1], начальный вектор
считаем для упрощения выкладок равным нулю. Множества до-
стижимости в этом случае являются выпуклыми компактами при
1 < p ≤ ∞, содержащими при всех p шар B(δ) радиуса δ > 0.
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Хаусдорфово расстояние h между множествами достижимости
вычисляется через их опорные функции по известной формуле

h(Rp1(µ), Rp2(µ)) = max
‖s‖=1

|ψ(p1, s)− ψ(p2, s)|.

Здесь ψ(p, s) = µ‖v(·, s)‖q — опорная функция Rp(µ), q = q(p) =

p/(p − 1), v(t, s) = B⊤(t)X⊤(t1, t), X⊤(t1, t) — фундаментальная
матрица системы, s ∈ R

n [4]. Обозначим φ(q, s) = µ‖v(·, s)‖q , то-
гда ψ(p, s) = φ(q(p), s).

Лемма 1. Функция ψ(p, s) дифференцируема по p ∈ (1,∞). Ее
частная производная по p непрерывна по p, s и для любых p ∈
[p̄,∞), ‖s‖ = 1 удовлетворяет неравенству

∣∣∣∣
∂ψ

∂p
(p, s)

∣∣∣∣ ≤ C
1

p2
.

Здесь p̄ > 1, C — константа, зависящая от p̄, но не зависящая
от s.

Теорема 2. Отображение p → Rp(µ) является локально лип-
шицевым при 1 < p < ∞. Для каждого p̄ > 1 существует кон-
станта C такая, что

h(Rp(µ), R∞(µ)) ≤ C
1

p
,∀p ≥ p̄.

Для получения асимптотики Rp(µ) при p→ 1 леммы 1 недо-
статочно. В этом случае мы воспользуемся оценками для разно-
сти норм функции в пространствах Lp и L∞. Пусть F — множе-
ство неотрицательных функций на [t0, t1], все элементы которого
удовлетворяют условию Липшица с одной и той же константой
L. Справедлива

Лемма 2. Существует константа K1 > 0 такая, что

‖f‖q − ‖f‖∞ ≤ K1
1

q
, ∀f ∈ B∞(µ).

Существует константа K2 > 0 такая, что для любых ε > 0,
q > 1, f ∈ F выполняется неравенство

‖f‖∞ − ‖f‖q ≤ ε+K2

∣∣∣ln
( ε

2L

)∣∣∣ 1
q
.

69



Применяя лемму 2 к множеству F , состоящему из функций
вида f = ‖v(·, s)‖, ‖s‖ = 1, приходим к следующему утвержде-
нию.

Теорема 3. Cуществуют константы K > 0, p̄ > 1 такие, что

h(Rp(µ), R1(µ)) ≤ K
∣∣ln (p− 1)

∣∣(p − 1), 1 < p ≤ p̄. (3)

Оценка (3) справедлива для любых управляемых систем из
рассматриваемого класса. Для конкретных систем оценку можно
улучшить, заменив, например, ln(p − 1) на ln(

√
p− 1).

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний, проект № 25–11–00269.
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Рассматривается линейная автономная система дифферен-
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циальных уравнений с запаздыванием

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (1)

где t ∈ R
+ = (0,+∞), x : [−τ,+∞) → R

n, A,B — постоянные
матрицы, запаздывание τ > 0. Для обобщенных решений си-
стемы (1) x(t, ϕ), t ∈ R

+, задачи Коши с начальными функци-
ями ϕ ∈ H = L2([−τ, 0),Rn) × R

n функциональные элементы
решений xt(ϑ,ϕ) = x(t + ϑ,ϕ), ϑ ∈ [−τ, 0], t ∈ R

+, принадле-
жат гильбертову пространству H со скалярным произведением

〈x,y〉H = y⊤(0)x(0) +
∫ 0
−τ y

⊤(ϑ)x(ϑ)dϑ, x,y ∈ H. Эволюция эле-
ментов в функциональном пространстве состояний определяется
дифференциальным уравнением

dxt

dt
= Axt, (2)

где неограниченный оператор A : H → H с областью определения
D(A) = W

1
2([−τ, 0],Rn), задается формулами [1]

(Ax) (ϑ) =
dx(ϑ)

dϑ
, ϑ ∈ [−τ, 0), (Ax) (0) = Ax(0) +Bx(−τ).

Общее представление ограниченного квадратичного функциона-
ла v в гильбертовом пространстве H задается формулой v(x) =
〈Vx,x〉H , в которой V : H → H — линейный ограниченный са-
мосопряженный оператор. Производная квадратичного функци-
онала в силу дифференциального уравнения (2)

dv(xt)

dt
= 〈(VA+A∗V)xt,xt〉H = −〈Wxt,xt〉H

определяет линейный неограниченный самосопряженный опера-
тор
W : H → H с областью определения D(W) = W

1
2([−τ, 0],Rn).

Для конструктивной реализации второго метода Ляпуно-
ва для линейных систем дифференциальных уравнений с после-
действием полезно описать классы квадратичных функциона-
лов v Ляпунова–Красовского с известными их аналитическими
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представлениями, для которых в задаче асимптотической устой-
чивости второй метод Ляпунова обратим. Указанная пробле-
ма решалась в работах [2, 3, 4]. Использовался обратный метод
нахождения классов квадратичных функционалов v Ляпунова–
Красовского для заданных классов квадратичных функционалов
w. В работе [2] рассматривался класс функционалов w, порожда-
емых ограниченными самосопряженными операторами W : H →
H, а соответствующий класс функционалов Ляпунова–Красов-
ского v определялся ограниченными самосопряженными опера-
торами V : H → H специального вида. В [3] рассматривался
класс функционалов w, порождаемых конечномерными само-
сопряженными операторами W специального вида, а соответ-
ствующий класс функционалов Ляпунова–Красовского v опре-
делялся вполне непрерывными самосопряженными оператора-
ми специального вида. В [4] рассматривался класс функциона-
лов w, порождаемых самосопряженными операторами W : H →
H Гильберта–Шмидта, а соответствующий класс функционалов
Ляпунова–Красовского v определялся самосопряженными опе-
раторами V : H → H Гильберта–Шмидта специального вида.
В настоящей работе рассматривается класс функционалов w,
порождаемых самосопряженными операторами W : Hτ → Hτ

Гильберта–Шмидта в новом гильбертовом пространстве со ска-
лярным произведением 〈x,y〉Hτ = y⊤(0)x(0) + y⊤(−τ)x(−τ) +∫ 0
−τ y

⊤(ϑ)x(ϑ)dϑ, x,y ∈ Hτ . Аналитические представления таких
операторов определяются формулами

(Wx) (ϑ) =M(ϑ, 0)x(0) +M(ϑ,−τ)x(−τ)+

+

0∫

−τ

M(ϑ, s)x(s)ds, ϑ ∈ [−τ, 0], x ∈ Hτ ,
(3)

с соответствующими условиями гладкости коэффициентов пред-
ставлений.

Утверждение. Представления операторов Ляпунова–Красов-
ского, соответствующих операторам (3), определяются форму-
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лами

(Vx) (ϑ) = C(ϑ)x(ϑ) +K(ϑ, 0)x(0) +

0∫

−τ

K(ϑ, s)x(s)ds,

ϑ ∈ [−τ, 0], x ∈ H,

(4)

в которых коэффициенты представлений находятся из решения
обратной задачи второго метода Ляпунова.

Применение второго метода Ляпунова для линейных ав-
тономных систем дифференциальных уравнений с запаздыва-
нием связано с необходимостью решения сложных спектраль-
ных задач для самосопряженных операторов. Спектральные за-
дачи упрощаются, если в представлениях (3), (4) симметричные
ядра интегральных операторов M(·, ·), K(·, ·) вырожденные, а
C(ϑ) = const, ϑ ∈ [−τ, 0]. Для вырожденных ядер можно запи-

сать представления M(ϑ, s) =
M∑

k,m=1

βkmψk(ϑ)ψ
⊤
m(s), K(ϑ, s) =

N∑
i,j=1

αijϕi(ϑ)ϕ
⊤
j (s), −τ < ϑ, s < 0, где матрицы {βkm}Mk,m=1 и

{αij}Ni,j=1 симметричны, а системы функций {ψk(·)}Mk=1 и

{ϕi(·)}Ni=1 линейно независимы. Условие вырожденности ядра
K(·, ·) реализуется, если все компоненты системы векторных
функций {ψk(·)}Mk=1 являются квазиполиномами. Тогда все ком-

поненты системы векторных функций {ϕi(·)}Ni=1 также являются
квазиполиномами.
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Доклад посвящён применению функциональных матриц
Ляпунова для исследования линейных стационарных систем диф-
ференциальных уравнений с запаздыванием общего вида.

Рассматриваем вещественную систему, правая часть кото-
рой представлена в виде интеграла Римана–Стилтьеса

ẋ(t) =

∫ 0

−h
dη(θ)x(t+ θ). (1)

Здесь η — заданная на [−h, 0] функция со значениями в R
n×n,

каждая компонента которой имеет ограниченную вариацию, h >
0 — запаздывание, вектор x(t) ∈ R

n, t > 0. При формулирова-
нии задачи Коши начальный момент времени считаем нулевым,
начальные функции ϕ, как и решения x(t, ϕ) уравнения (1), пред-
полагаются всюду непрерывными. Таким образом, рассматрива-
емое уравнение является наиболее общим случаем линейного ста-
ционарного уравнения с запаздыванием, так как любой линейный
ограниченный функционал на пространстве непрерывных функ-
ций C(0)([−h, 0],Rn) может быть представлен в указанной фор-
ме. Состоянием системы в момент времени t > 0 при заданной
начальной функции ϕ будем называть отображение xt(ϕ) : θ ∈
[−h, 0] → x(t+ θ, ϕ).

В работе [1] для системы (1) был введён аналог матрицы
Ляпунова для линейной системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Мы, следуя более поздней традиции, транспони-
руем матрицу из статьи [1].

Определение 1. Матрицей Ляпунова для системы (1) будем
называть непрерывную функциональную матрицу U(τ) ∈ R

n×n,
τ ∈ [−h, h], удовлетворяющую
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1. динамическому свойству

U ′(τ) =
∫ 0

−h
U(τ + θ) dη(θ), τ ∈ (0, h),

2. свойству симметрии

U(τ) = UT (−τ), τ ∈ [−h, h],
3. алгебраическому свойству

U ′(+0)− U ′(−0) = −W.
Здесь U ′(τ) обозначает классическую производную функ-

ции U в точке τ , U ′(+0), U ′(−0) — правую и левую производные
функции U в нуле соответственно.

По указанной матрице в работе [1] был построен непрерыв-

ный функционал v0(ϕ), ϕ ∈ C(0)([−h, 0],Rn), с заданной квадра-
тичной производной вдоль решений системы (1)

D+
(1)v0(ϕ) = lim

α→+0

v0(xα(ϕ)) − v0(ϕ)

α
= −ϕT (0)Wϕ(0).

В недавней работе [2] было показано (пока только для ска-
лярного случая), что функционал v0 можно сделать функцио-
налом полного типа, добавив к нему соответствующее слагае-
мое. Как известно [3, 4], для некоторых частных случаев систе-
мы (1) функционалы полного типа позволяют в предположении
экспоненциальной устойчивости системы строить оценки реше-
ний, исследовать робастную устойчивость. Кроме того, с помо-
щью функционалов полного типа удалось [5] предложить крите-
рии экспоненциальной устойчивости стационарных систем с за-
паздыванием, выраженные через матрицу Ляпунова.

В настоящем докладе делается первый шаг на пути к обоб-
щению упомянутого критерия на случай системы общего вида.
Первый и ключевой элемент исследования — это новая формула

для матрицы Ляпунова: U(τ) = Φ̂(0, τ), где Φ̂(·, τ), τ ∈ [−h, h], —
аналитическое продолжение функции

Φ(s, τ) =

∫ ∞

0
e−stKT (t)WK(t+ τ) dt, Re(s) > 2σ,
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на множество C\P. Здесь σ — спектральная абсцисса системы (1),
P — множество всех попарных сумм собственных чисел системы,
K — фундаментальная матрица, соответствующая начальному
условию K(t) = 0, t ∈ [−h, 0), K(0) = I.

С помощью новой формулы для матрицы Ляпунова и функ-
ционала полного типа можно достаточно легко получить семей-
ство необходимых условий экспоненциальной устойчивости для
системы (1).

Теорема. Если система (1) экспоненциально устойчива, то
блочная матрица

[U(τj − τi)]
r
i,j=1 (2)

положительно определена для любых попарно различных τ1, . . . ,
τr ∈ [0, h].

Следующим шагом будет выделение из этого семейства
необходимых условий достаточного условия экспоненциальной
устойчивости. Таким образом будет получена конкретная мат-
рица вида (2) с известным r и заданными равномерно распре-
делёнными на отрезке [0, h] точками τ1, . . . , τr, положительная
определённость которой эквивалентна экспоненциальной устой-
чивости системы (1).
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О существовании глобально определённых
сильных решений уравнений химически
реагирующих смесей вязких жидкостей

А. А. Жалнина, Н.А. Кучер

Кемерово, Кемеровский государственный университет
e-mail: qwert1776@yandex.ru, nakycher@rambler.ru

Разнообразные технологические процессы (сжигание топ-
лива, выращивание кристалов) протекают с участием многоком-
понентных химически активных потоков, и поэтому существует
потребность исследования математической структуры и свойств
решений соответствующих уравнений, анализа их математиче-
ской структуры и свойств.

Для описания движения химически реагирующей смеси
сжимаемых вязких жидкостей (газов) в общем случае использу-
ется полная система уравнений Навье–Стокса–Фурье, дополнен-
ная уравнениями реакции диффузии [1, 2]. Эта система уравне-
ний выражает физические законы сохранения массы, импульса,
полной энергии смеси, а также баланса масс компонентов.

Определённые результаты о свойствах математических мо-
делей таких смесей представлены в работах [3, 4] и касаются в
основном секвенциальной устойчивости слабых решений. Резуль-
таты о существовании слабых решений в целом по времени мно-
госкоростных моделей смеси вязких сжимаемых жидкостей анон-
сированы в работе [5].

Настоящая работа посвящается доказательству существо-
вания и единственности глобально определённых сильных обоб-
щённых и классических решений начально краевой задачи для
уравнений бинарной химически реагирующей смеси вязких сжи-
маемых жидкостей в случае двумерного движения [1, 2]:

∂tρ+ div(ρ~u) = 0, (1)

∂t(ρ~u) + div(ρ~u⊗ ~u) +∇p− div σS = 0, (2)

∂t(ρc) + div(ρc~u) + divF = ρω. (3)
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Здесь ρ1, ρ2, ρ = ρ1 + ρ2 соответственно плотности компо-
нент и полная плотность смеси; c = ρ1

ρ — массовая концентрация

первой компоненты; ~u — среднемассовое поле скоростей (бари-
центрическая скорость) смеси, определённое по формуле ρ~u =

ρ1~u
(1)+ρ2~u

(2), ~u(i) — поле скоростей i-й компоненты. Поле давле-
ний смеси p = p(ρ, c) представляется в виде p = pc(ρ) + pm(ρ, c),
где слагаемое pc(ρ) = ργ , γ > 1, ("холодное давление") зависит
только от плотности ρ и отвечает за баротропность смеси. Компо-
нента pm = pm(ρ, c) является классическим молекулярным давле-
нием смеси, которое определяется по закону Бойля–Мариотта как
сумма парциальных давлений: pm(ρ, c) = α2ρ + α1(ρc)

γ1 , γ1 > 1.
Вязкая часть σ тензора напряжений подчиняется реологическому

закону S = 2µD(~u)+λdiv(~u) · I, где D(~u) =
1

2

(
∇~u+ (∇~u)T

)
, I —

единичный тензор, µ и λ — коэффициенты динамической (сдви-
говой) и объемной вязкости — в общем случае являются функци-
ями термодинамических переменных и удовлетворяют условиям

µ > 0, 2µ + 3λ ≥ 0. Диффузионный поток ~F (ρ, c) определяется

по формуле [2]: ~F = −æ∇(ρc), κ > 0. Функция ω = ω(c), входя-
щая в уравнение (3) — химический источник (называемый также
скоростью производства компоненты) — есть заданная функция.

Подход, предложенный в работе [6], послужил основой вы-
вода новых априорных оценок, обеспечивающих существование
"в целом" сильных обобщённых решений системы уравнений (1)–
(3). Предполагается, что функции λ(ρ), µ(ρ), æ(ρ) и ω(c) опреде-
лены на [0,+∞) и [0, 1] соответственно и удовлетворяют усло-
виям: µ(ρ) = const > 0, λ(ρ) = ρβ, β > 3, æ = const > 0,
ω(c) = −ω0c, ω0 = const > 0.

Пусть, для простоты, область течения представляет со-
бой прямоугольник Ω =

{
(x1, x2) ∈ R2 : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1

}
.

Пусть T > 0 — произвольное число. Для t ∈ (0, T ] введем обо-
значения Qt = Ω × (0, t). Через Ω, Qt обозначаем замыкания
соответствующих множеств.

Постановка задачи и основные результаты.
В начальный момент времени известно распределение ско-

рости ~u, плотности ρ и концентрации c:

~u|t=0 = ~u0(x, y), ρ |t=0 = ρ0(x, y), c|t=0 = c0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (4)
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причём начальные плотность и концентрация — строго положи-
тельные ограниченные функции.

На границе области течения задана нормальная компонента
вектора скорости и завихренность

~u · ~n|∂Ω = 0, rot ~u|∂Ω = 0 t ∈ [0, T ]. (5)

Кроме того, ставится условие непроницаемости границы для од-
ной из компонент смеси:

∇(ρc) · ~n|∂Ω = 0, t ∈ [0, T ]. (6)

Под сильным обобщённым решением задачи (1)–(6) подра-
зумевается обобщённое решение, все производные которого, вхо-
дящие в уравнения (1)–(3), являются регулярными обобщенными
функциями, и уравнения (1)–(3) выполняются почти всюду в QT .

Основным результатом статьи является следующая теорема
(используются стандартные обозначения пространств Соболева).

Теорема. Если начальные данные ~u0, ρ0, σ0 = ρ0c0 таковы, что

~u0 ∈W 2
2 (Ω), ρ0 ∈W 1

q (Ω), q > 2, σ0 ∈W 2
2 (Ω),

и выполнены условия согласования первого порядка

~u0 · ~n|∂Ω = 0, rot ~u0|∂Ω = 0, ∇σ0 · ~n|∂Ω = 0,

то существует единственное сильное обобщённое решение за-
дачи (1)–(6) в QT , удовлетворяющее условиям ~u ∈ W 2,1

q (QT ),

ρ ∈ W 1,1
q,∞(QT ), σ ∈ W 2,1

q (QT ), и существуют такие константы
m1,M1, k1,K1, что 0 < m1 ≤ ρ ≤ M1 <+∞, 0 < k1 ≤ c ≤ K1 < 1
в QT .
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Boston Inc., 1999.

79



3. Zatorska E. On a steady flow of multicomponent, compressible,
chemically reacting gas // Nonlinearity. 2011. Vol. 24, no. 11. P. 3267–
3278.

4. Zatorska E. On the flow of chemically reacting gaseous mixture // J.
Differential Equations. 2012. Vol. 253, iss. 12. P. 3471–3500.

5. Kucher N.A., Zhalnina A.A. On the existence of global solution to
equations for mixtures of compressible viscous fluids // Journal of
physics: Conference Series. 2017. Vol. 894. Art. no. 012048.

6. Vaigant V.A., Kazhikhov A.V. On existence of global solutions to the
two-dimensional Navier–Stokes equations for a compressible viscous
fluid // Sibirsk. Mat. Zh. 1995. Vol. 899, no. 1. P. 1283–1316.

О порядковых свойствах множеств решений
дифференциальных уравнений

Е.С. Жуковский, А.С. Патрина

Тамбов, Тамбовский государственный университет
им. Г.Р. Державина

e-mail: zukovskys@email.com, lanina.anastasiia5@mail.ru

В докладе рассматриваются порядковые свойства множе-
ства решений задачи Коши с условием

x(0) = A, (1)

для дифференциального уравнения

ẋ = f(t, x), t ≥ 0, (2)

в котором правая часть — функция f : R+ × R
n → R

n не пред-
полагается непрерывной по фазовой переменной. Дифференци-
альными уравнениями с разрывной правой частью описывают, в
частности, динамику электрической активности мозга (так назы-
ваемые модели нейронных систем типа Хопфилда [1, 2]).

80



Пусть T > 0. Решением уравнения (2), определенным на
[0, T ], называем абсолютно непрерывную на этом отрезке функ-
цию, удовлетворяющую (2) при п.в. t ∈ [0, T ]. Будем обозна-
чать через ACn

[0,T ] и Ln
[0,T ] пространства абсолютно непрерывных

и суммируемых (по Лебегу) функций [0, T ] → R
n. Будем пола-

гать, что во всех рассматриваемых здесь и ниже классах функций
задан «обычный» порядок. Множество решений задачи (1), (2)
обозначим символом R[0,T ] ⊂ ACn

[0,T ], а производных решений —

символом R′
[0,T ] ⊂ Ln

[0,T ]. В докладе представлены утверждения о

дифференциальном неравенстве, о существовании в множествах
R′

[0,T ] и R[0,T ] наименьшей и наибольшей функций, об устойчиво-

сти этих множеств к положительным возмущениям правой части
и их монотонной зависимости от таких возмущений.

Сформулируем более точно рассматриваемые вопросы и ос-
новные результаты.

Для вектора x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n и i = 1, n будем обозна-

чать через x−i ∈ R
n−1 вектор, полученный из x удалением одной

его компоненты xi, а сам исходный вектор будем обозначать через
x = (xi, x−i). Это обозначение не означает перемещение xi на пер-
вое место, он остается на исходном i-ом месте. Определим класс
Kr функций f : R+×R

n → R
n таких, что для любого x ∈ R

n функ-
ция f(·, x) измерима (по Лебегу), а при п.в. t ∈ R+, любом i = 1, n
и произвольном x−i ∈ R

n−1 функция f(t, ·, x−i) непрерывна спра-
ва. Отметим, что для любой функции f ∈ Kr и любой измеримой
(и, тем более, непрерывной) функции x : R+ → R

n композиция
f(·, x(·)) : R+ → R

n измерима (см., например, [3]). На множестве
Kr определим «обычный» для векторных функций порядок.

Пусть при некотором T > 0 существуют функции v,w ∈
ACn

[0,T ], удовлетворяющие неравенствам

v(0) ≤ A ≤ w(0), v(t) ≤ w(t), v̇(t) ≤ f(t, v(t)),

ẇ(t) ≥ f(t, w(t)) п.в. на [0, T ].
(3)

Теперь определим множество [v̇, ẇ]Ln = {y ∈ Ln
[0,T ] : v̇ ≤ y ≤ ẇ}.

Теорема 1. Пусть f ∈ Kr и при п.в. t ∈ R+, любом i = 1, n и
произвольном x−i ∈ R

n−1 функция f(t, ·, x−i) (нестрого) возрас-
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тает. Пусть справедливы неравенства (3). Тогда

R′
[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln 6= ∅, (4)

и в этом множестве имеются наибольший и наименьший эле-
менты.

Отметим, что близкие теореме 1 результаты о существова-
нии и оценке решений дифференциального уравнения получены
в [4, § 6.2], а для неявного дифференциального уравнения — в [5,
§ 2.1].

Пусть теперь задана убывающая последовательность функ-
ций fk ∈ Kr, k ∈ N, такая, что для любой убывающей последова-
тельности {xk} ⊂ R

n, имеющей инфимум x = inf{xk}, выполнено
f(·, x) = inf{fk(·, xk)}, где f ∈ Kr. Пусть также задана убываю-
щая последовательность векторов Ak ∈ R

n такая, что существует
A = inf{Ak} ∈ R

n. Обозначим через Rk[0,T ] ⊂ ACn
[0,T ] множество

определенных на [0, T ] решений задачи Коши

ẋ = fk(t, x), t ≥ 0, x(0) = Ak,

и через R′
k[0,T ] ⊂ Ln

[0,T ] множество производных этих решений.

Следующее утверждение показывает, что множество реше-
ний задачи Коши монотонно и непрерывно (относительно поряд-
ка) зависит от правой части дифференциального уравнения и на-
чального значения.

Теорема 2. Пусть при некотором T > 0 существуют функции
v,w ∈ ACn

[0,T ], удовлетворяющие неравенствам

v(t) ≤ w(t), v̇(t) ≤ f(t, v(t)), ẇ(t) ≥ f1(t, w(t)) п.в. на [0, T ],

v(0) ≤ A, A1 ≤ w(0).

Тогда
1) при любом k ∈ N множество R′

k[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln не пусто,

в нем существуют наибольший и наименьший элементы;
2) для любого k0 ∈ N и любого y ∈ R′

k0[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln при

каждом k ∈ N существует yk ∈ R′
k[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln такое, что

последовательность {yk} убывает и yk0 = y;
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3) для любой убывающей последовательности {yk} с эле-
ментами yk ∈ R′

k[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln , k ∈ N, существует y0 = inf{yk}
и y0 ∈ R′

[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln ;

4) если yk — наибольший в R′
k[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln элемент, k ∈

N, то последовательность {yk} убывает и y0 = inf{yk} есть
наибольшая точка в R′

[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln .

В заключение отметим, что утверждаемыми в теоремах 1
и 2 порядковыми свойствами множества R′

[0,T ]∩ [v̇, ẇ]Ln обладает

также и множество R[0,T ] ∩ [v,w]ACn , поскольку

R[0,T ] ∩ [v,w]ACn =
{
x = A+

∫ (·)

0
y(s)ds, y ∈ R′

[0,T ] ∩ [v̇, ẇ]Ln

}
.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, про-

ект № 24-21-00272, https://rscf.ru/project/24-21-00272/.
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Решения с нулевыми фронтами для
нелинейной эволюционной параболической

системы
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Иркутск, Институт динамики систем и теории управления
имени В.М. Матросова СО РАН
e-mail: kazakov@icc.ru, lempert@icc.ru

В научной школе академика РАН А.Ф. Сидорова [1] уже
около 40 лет исследуются нетривиальные решения с нулевыми
фронтами для нелинейных (квазилинейных) уравнений и систем.
Впервые они были получены для уравнения нелинейной тепло-
проводности (фильтрации), а в дальнейшем перенесены на слу-
чай систем «реакция-диффузия» в работах авторов [2]. Такие ре-
шения интересны тем, что описывают распространение возмуще-
ний по покоящемуся (нулевому) фону с конечной скоростью. Хо-
рошо известно, что для параболических уравнений в линейном и
полулинейном случаях подобное невозможно [3].

В монографии [4] в качестве математической модели по-
пуляционной динамики «хищник-жертва» была предложена сле-
дующая эволюционная параболическая система реакционно-диф-
фузионного типа:

ut− [(α1+β1vx)u]x = F (u, v), vt− [(α2−β2ux)v]x = G(v, u), (1)

для которой решения с нулевым фронтом допускают простую и
естественную интерпретацию с точки зрения предметной обла-
сти: убегающие жертвы и преследующие их хищники имеют ко-
нечную скорость движения, и их стаи образуют уединенные вол-
ны. Будем для простоты предполагать, что нулевые фронты для
обеих искомых функций известны и совпадают, т. е. рассмотрим
для системы (1) краевые условия вида

u|x=f(t) = 0, v|x=f(t) = 0. (2)

Ранее для задачи (1), (2) была доказана теорема существования
и единственности решения в классе аналитических функций [5].
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Рассмотрим теперь вопрос о построении для системы (1)
нетривиальных точных решений, удовлетворяющих условию (2).
Выполним в уравнении (1) обобщенное разделение переменных.
Пусть

u = ψ(t)p(z), v = ψ(t)q(z), z = χ(t)x+ η(t). (3)

Ранее подобные конструкции неоднократно использовались авто-
рами при построении и исследовании точных решений нелиней-
ных параболических уравнений [6] и систем [5]. В результате под-
становки представления (3) в (1) получаем переопределенную си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), ко-
торая в некоторых частных случаях является совместной. При
этом выражения для ψ(t), ψ(t), χ(t), η(t) выписываются в явном
виде, а для нахождения p(z), q(z) имеем систему двух ОДУ вто-
рого порядка, причем (2) переходит в условие p(0) = 0, q(0) = 0, а
p′(0), q′(0) определяются при решении системы двух квадратных
уравнений.

Далее рассмотрим многомерное обобщение задачи (1), (2)

{
ut = a1 · divu+ β1(u∆v +∇u∇v) + F (u, v),

vt = a2 · divv − β2(v∆u+∇u∇v) +G(u, v).
(4)

u|x1=f(t,x2,...,xn) = 0, v|x1=f(t,x2,...,xn) = 0. (5)

Здесь u = u(t,x), v = v(t,x)— искомые функции; t и x =
(x1, . . . , xn) — независимые переменные; ai = (ai,1, . . . , ai,n), i =
1, 2 — константы.

Для случаев n = 2, 3 задача (4), (5) допускает понятную и
естественную интерпретацию с точки зрения предметной обла-
сти: взаимодействие популяций на плоскости или в пространстве
(птицы, летающие насекомые). Если же n > 3, то прикладное зна-
чение постановки неочевидно, однако она может быть рассмотре-
на как математический объект.

Под аналитической здесь и далее понимается вещественная
функция, совпадающая в некоторой области со своим тейлоров-
ским разложением.

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
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1) F (u, v), G(u, v) — аналитические функции в некоторой
окрестности точки u = 0, v = 0, и F (0, 0) = G(0, 0) = 0;

2) f(t, x2, . . . , xn) — аналитическая функция в некоторой
окрестности точки t = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0;

3) справедливы неравенства

ai,1 + ft|t=0 −
n∑

k=2

ai,kfxk
|t=0 6= 0, i = 1, 2; β1 6= 0, β2 6= 0. (6)

Тогда задача (4), (5) имеет единственное нетривиальное анали-
тическое решение в некоторой окрестности гиперповерхности
x1 = f(t, x2, . . . , xn).

Доказательство теоремы выполняется по традиционной для
авторов схеме [5]: вначале строится решение в виде рядов по сте-
пеням переменной z = x1 − f(t, x2, . . . , xn), коэффициенты кото-
рых определяются по рекуррентным формулам, причем условия
(6) обеспечивают возможность их однозначного получения. Затем
доказывается сходимость построенных рядов с помощью метода
мажорант, причем строится общая мажорантная задача, подпа-
дающая под действие теоремы Коши–Ковалевской [3], для обоих
уравнений системы.

Замечание 1. Легко убедиться в том, что при выполнении усло-
вий теоремы задача (4), (5) имеет также тривиальное решение
u ≡ 0, v ≡ 0.

Замечание 2. В работе [7] анонсировано построение решения
задачи (4), (5) в частном случае, когда n = 2, в виде рядов, одна-
ко ни формулировка теоремы, ни какие-либо детали процедуры
построения не приводятся.

Исследования выполнены в рамках госзадания Минобрнауки России,

проект «Аналитические и численные методы математической физики в за-

дачах томографии, квантовой теории поля и механике жидкости и газа», №

гос. регистрации: 121041300058-1.
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Анализ краевой задачи Валле–Пуссена для
обобщения нелинейного матричного

уравнения Ляпунова второго порядка

А. И. Кашпар
Могилев, Белорусско-Российский университет

e-mail: alex.kashpar@tut.by

В настоящей работе, которая продолжает и обобщает [1, 2],
с использованием конструктивного метода [3], изучены вопро-
сы разрешимости и построения решения краевой задачи Валле–
Пуссена для обобщения нелинейного матричного уравнения Ля-
пунова второго порядка в конечномерной банаховой алгебре B(n)
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непрерывных матриц-функций с нормой ‖X‖C = max
t∈I

‖X(t)‖, где

‖·‖ — норма матрицы в рамках определения этой алгебры, напри-
мер одна из норм, описанных в [4, с. 21].

Исследуется краевая задача типа [1, 2] и др.

d2X

dt2
= A(t)

dX

dt
+
dX

dt
B(t)+

+

r∑

i=1

Ai(t)
dX

dt
Bi(t) +

k∑

i=1

Ci(t)XDi(t) + F

(
t,X,

dX

dt

)
, (1)

X(0) = M, X(ω) = N, (2)

где A,B,Ai,Bi,Ci,Di ∈ C (I, Rn×n), F ∈ C (D,Rn×n), D =
{(t,X,Y) : t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃1, ‖Y‖ < ρ̃2} (Y = dX/dt), r, k ∈ N; 0 <
ρ̃i ≤ ∞, I = [0, ω], ω > 0; M, N — заданные вещественные
матрицы. Предполагается также, что функция F(t,X,Y) удо-
влетворяет относительно X,Y в области D условию Липшица
(локально); кроме того, считается, что F (t,X,Y) не содержит
линейных относительно X, Y слагаемых коэффициентов, зави-
сящих от t.

Введены следующие обозначения и необходимые сведения,
получаемые по методике [3]:

h1 = max
t∈I

‖M+PUV(t) + L1(0,0)‖ ,

h2 = max
t∈I

‖QUV(t) + L2(0,0)‖ ,

h = max
t∈I

‖F(t, 0, 0)‖ , γ =
∥∥Φ−1

∥∥ , λU = max
0≤s≤τ≤ω

∥∥U(τ)U−1(s)
∥∥ ,

λV = max
0≤s≤τ≤ω

∥∥V−1(s)V(τ)
∥∥ , ai = max

t∈I
‖Ai(t)‖ , bi = max

t∈I
‖Bi(t)‖ ,

di = max
t∈I

‖Di(t)‖ , ci = max
t∈I

‖Ci(t)‖ ,

G = {(t,X,Y) : t ∈ [0, ω] , ‖X‖ ≤ ρ1, ‖Y‖ ≤ ρ2} ,
G̃ = {(X(t),Y(t)) : ‖X‖C ≤ ρ1, ‖Y‖C ≤ ρ2} ,

88



p1 =
1

3
γλ2Uλ

2
Vω

3

(
k∑

i=1

cidi + L1

)
,

p2 =
1

2
γλ2Uλ

2
Vω

2

(
k∑

i=1

cidi + L1

)
,

q1 =
1

3
γλ2Uλ

2
Vω

3

(
r∑

i=1

aibi + L2

)
,

q2 =
1

2
γλ2Uλ

2
Vω

2

(
r∑

i=1

aibi + L2

)
,

ZC =

(
‖X‖C
‖Y‖C

)
, P =

(
p1 q1
p2 q2

)
, H =

(
h1
h2

)
,

где 0 < ρi < ρ̃i; U(t), V(t) — интегральные матрицы уравнений

dU/dt = A(t)U (U(0) = E), dV/dt = VB(t) (V(0) = E),

E — единичная матрица;

PUV(t) =

t∫

0

U(τ)Φ−1(N−M)V(τ)dτ ,

QUV(t) = U(t)Φ−1(N−M)V(t);

Φ —линейный оператор,

ΦZ(t) =

ω∫

0

U(τ)Z(t)V(τ)dτ , Z(t) = U−1(t)Y(t)V−1(t);

Li = Li(ρ1, ρ2), (i = 1, 2) — постоянные Липшица для F(t,X,Y)
в области G; L1, L2 — интегральные операторы

L1(X,Y) =

t∫

0

U(ϕ)Φ−1




ω∫

0

U(τ)




ϕ∫

τ

U−1(s)×
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×
(

r∑

i=1

Ai(s)Y(s)Bi(s) +
k∑

i=1

Ci(s)X(s)Di(s) + F(s,X(s),Y(s))

)
×

× V−1(s)ds
)
V(τ)dτ

)
V(ϕ)dϕ,

L2(X,Y) = U(t)Φ−1




ω∫

0

U(τ)




t∫

τ

U−1(s)

(
r∑

i=1

Ai(s)Y(s)Bi(s)+

+

k∑

i=1

Ci(s)X(s)Di(s) + F (s,X(s),Y(s))

)
V−1(s)ds

)
V(τ)dτ

)
V(t).

Вместо задачи (1), (2) рассматривается эквивалентная ей
интегральная задача

X(t) = M+PUV(t) + L1(X,Y), (3)

Y(t) = QUV(t) + L2(X,Y). (4)

Лемма 1. Для того чтобы в случае однозначной обратимости
оператора Φ пара функций (X(t), Y(t)) : [0, ω] → R

n×n × R
n×n

представляла собой решение задачи (1), (2), необходимо и доста-
точно, чтобы эти функции являлись решением системы инте-
гральных уравнений (3), (4).

Лемма 2. Пусть выполнены условия

p1ρ1 + q1ρ2 + h1 ≤ ρ1, p2ρ1 + q2ρ2 + h2 ≤ ρ2, p1 + q2 < 1. (5)

Тогда задача (3), (4) однозначно разрешима на множестве G̃,
при этом справедлива оценка

ZC ≤ (E −P)−1
H. (6)

Теорема. Пусть оператор Φ однозначно обратим и выполнены
условия (5). Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима в обла-
сти G, при этом справедлива оценка (6).
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоре-
мы 1 из [2].

В случае, когда

Ai(t) ≡ 0, Bi(t) ≡ 0, Ci(t) ≡ 0, Di(t) ≡ 0, (7)

из приведенной теоремы следует указанная теорема из [2].
Для построения решения задачи (1), (2) используется клас-

сический метод последовательных приближений применительно
к эквивалентной системе интегральных уравнений (3), (4):

Xm(t) = M+PUV(t) + L1(Xm−1,Ym−1)(t),

Ym(t) = QUV(t) + L2(Xm−1,Ym−1)(t), m = 1, 2, . . . ,

где в качестве начального приближения X0, Y0 принимаются
произвольные матрицы-функции из C (I, Rn×n), принадлежащие

множеству G̃.
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Конструктивный метод динамической
регуляризации для систем с последействием

А. В. Ким
Екатеринбург, Институт математики и механики

им. Н.Н. Красовского УрО РАН
e-mail: avkim@imm.uran.ru

i-гладкий анализ [1] – раздел функционального анализа, в
рамках которого исследуются свойства инвариантной производ-
ной и её приложения. В приложении к теории ФДУ i-гладкий
анализ основывается на использовании: 1) конструкций инвари-
антной производной; 2) концепции разделения конечномерных и
бесконечномерных составляющих в структуре ФДУ и свойствах
их решений; 3) принципа соответствия: если последействие ис-
чезает, то результаты и формулы теории ФДУ переходят в ко-
нечномерные результаты и формулы теории ОДУ.

Методы теории ФДУ, удовлетворяющие принципу соот-
ветствия, называются конструктивными, так как могут быть
эффективно реализованы по аналогии с ОДУ, используя кон-
струкции, аналогичные ОДУ, по конечномерной составляющей, и
специальную «технику обработки» последействия. На основе та-
кого конструктивного подхода для систем с последействием пол-
ностью аналогично ОДУ разработана качественная теория ФДУ,
включая, в частности, численные методы и теорию АКОР [1].
В настоящей работе такой подход используется для изложения
конструктивного метода динамической регуляризации [2] в при-
ложении к ФДУ.

Рассматривается процесс, динамика которого описывается
системой

x′(t) = f(t, x, yt(·))u(t) + g(t, x, yt(·)), 0 ≤ t ≤ T, (1)

где t — время; x = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) — фазовый вектор;
yt(s) = x(t + s) ∈ Q[−τ, 0) — последействие, где −τ ≤ s < 0;
Q[−τ, 0) — пространство ограниченных и кусочно-непрерывных
слева на [−τ, 0) n-мерных функций; H = Rn×Q[−τ, 0); u = u(t) =
(u1(t), . . . , ur(t)) ∈ L∞

r (0, T ) — управление, значения которого для

92



п.в. t ∈ [0, T ] принадлежат замкнутому выпуклому ограниченно-
му множеству P ⊂ Rr; U — множество всех допустимых управле-
ний; f(t, x, yt(·)) = {fij(t, x, yt(·))} и g(t, x, yt(·)) = {gi(t, x, yt(·))},
где i = 1, . . . , n и j = 1, . . . , r — матрицы порядка n × r и n × 1
соответственно; момент времени T > 0, запаздывание τ > 0 и
начальное состояние h0 = {x(0), y0(·)} ∈ H заданы; U∗ = {u ∈
U : x(t, u) = x(t), 0 ≤ t ≤ T}.

В заданные дискретные моменты времени 0 = t0 < t1 <
. . . < tN−1 < tN = T известно приближенное решение x̃(t), −τ ≤
t ≤ T , точного решения x(t) системы (1), построенное исходя из
значений x̃h,i = x̃(ti), 0 ≤ i ≤ N−1, и с дискретной предысторией
модели [1], удовлетворяющее условию

‖x̃h(ti)− xh(ti)‖H ≤ δ, 0 ≤ i ≤ N − 1, 0 < δ ≤ δ0, δ0 > 0, (2)

где шаг сетки η = η(δ) = max
0≤i≤N−1

(ti+1 − ti) −−−→
δ→0

0; ỹh,t(s) =

x̃(t+ s), −τ ≤ s < 0; x̃h(t) = {x̃(t), ỹh,t(·)}; xh(t) = {x(t), yt(·)}.
1. Обратная задача. Требуется, зная x̃(t) в (2), построить

допустимое управление u = uη(δ), 0 ≤ t ≤ T , такое, что

lim
δ→0

‖uη(δ) − u∗‖L2
r
= 0, (3)

где управление u∗ = u∗(t), 0 ≤ t ≤ T , называется нормальным
решением обратной задачи, если u∗ ∈ U∗ и ‖u∗‖L2

r
= inf

u∈U∗

‖u‖L2
r
.

2. ФДУ метод динамической регуляризациии. Итак,
наблюдается траектория x(t), −τ ≤ t ≤ T , системы (1), соот-
ветствующая некоторому неизвестному допустимому управлению
u(t). Предполагается, что величины x̃h(ti) = {x̃h,i, ỹh,ti(·)} опре-
деляются и становятся известными последовательно во времени,
и управление uη(δ) также строится последовательно на каждом
интервале [t0, t1], (t1, t2], (t2, t3], . . ., причём для построения uη(δ)
на каждом i-том частичном интервале используются лишь зна-
чения x̃h(t0), . . . , x̃h(ti).

Сформулированная обратная задача, как известно, явля-
ется неустойчивой к возмущениям. Ниже для ФДУ (1) описан
аналог метода динамической регуляризации для конечномерных
систем [2].

Выберем α = α(δ) > 0. Пусть i = 0 и известны началь-
ные наблюдаемое значение и последействие {x̃h,0, ỹh,0(·)} точной
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траектории x(t). Положим zη(0) = z0 = x̃h,0, и, решая вспомога-
тельную задачу минимизации

t0(u) = 2〈z0 − x̃h,0, f(0, x̃h,0, ỹh,0(·))u〉Rn + α‖u‖2Rn → inf, u ∈ P,
(4)

находим точку u0 ∈ P такую, что t0(u0) = inf
u∈P

t0(u). Затем при

t ∈ [t0, t1] полагаем

uη(t) = u0, zη(t) = zη(0) + [f(0, x̃h,0, ỹh,0(·))u0 + g(0, x̃h,0, ỹh,0(·))]t.
(5)

Пусть для некоторого 0 < i ≤ N − 1 уже определены uη(t), zη(t),
0 ≤ t ≤ ti, и пусть нам стало известно измерение {x̃h,i, ỹh,ti(·)} в
момент t = ti. Тогда, решая вспомогательную задачу минимиза-
ции

ti(u) = 2〈zη(ti)−x̃h,i, f(ti, x̃h,i, ỹh,ti(·))u〉Rn +α‖u‖2Rn → inf, u ∈ P,
(6)

находим точку ui ∈ P такую, что ti(ui) = inf
u∈P

ti(u). Затем при

t ∈ (ti, ti+1] полагаем

uη(t) = ui,
zη(t) = zη(ti) + [f(ti, x̃h,i, ỹh,ti(·))ui + g(ti, x̃h,i, ỹh,ti(·))](t − ti).

(7)
Далее, когда становятся известны величины {x̃h,i+1, ỹh,ti+1

(·)},
. . . , {x̃h,N−1, ỹh,tN−1

(·)}, последовательно определяются uη(t) и
zη(t) на промежутках (ti+1, ti+2], . . . , (tN−1, tN ].

Важно, что в точном определении точек минимума ui в за-
дачах (4), (6) нет необходимости. Пусть ε = ε(δ) > 0, тогда до-
статочно найти ui из условий

ti(ui) ≤ inf
u∈P

ti(u) + ε. (8)

Теорема. Пусть функционалы f и g удовлетворяют условию
Липшица по совокупности аргументов (t, h) ∈ [0, T ] × H; до-
пустимые значения управлений вложены в замкнутое выпук-
лое ограниченное множество; приближенная траектория удо-
влетворяет условию (2); параметры η = η(δ), ε = ε(δ), α = α(δ)
положительны и стремятся к 0 при δ → 0 согласованно в смыс-

ле равенства lim
δ→0

δ+η(δ)+ε(δ)
α(δ) = 0. Тогда функции uη(t) и zη(t)
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при 0 ≤ t ≤ T , определённые методом (4)–(8), таковы, что
‖uη(δ) − u∗‖L2

r(0,T ) −−−→
δ→0

0 и ‖zη(δ) − x‖Cn[0,T ] −−−→
δ→0

0.
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Обобщенное уравнение типа
Монжа–Ампера и его многомерные точные

решения

А. А. Косов, Э.И. Семенов

Иркутск, ИДСТУ СО РАН им. В.М. Матросова
e-mail: kosov_idstu@mail.ru, semenov@gmail.com

Рассматривается многомерное обобщенное уравнение Мон-
жа–Ампера вида

detH(u) = f (x, u,∇u,∆u) , (1)

где u , u(x) — искомая функция переменной x ∈ R
n; n ∈ N,

n ≥ 2; H(u) =
(
∂2u/∂xi∂xj

)
— матрица Гессе n-го порядка;

detH(u) — определитель матрицы Гессе (гессиан), который бу-
дем также называть оператором Монжа–Ампера; ∇u — гради-
ент; ∆u — оператор Лапласа в R

n. Уравнение (1) есть n-мерный
аналог уравнения

uxxuyy − u2xy = F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy),

которое включает в себя, как частный случай, классическое урав-
нение Монжа–Ампера [1, 2]

uxxuyy − u2xy = auxx + 2buxy + cuyy + d,
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и уравнение вида

uxxuyy − u2xy = G(x, y, u, ux, uy), (2)

где u(x, y) — искомая функция, a , a(x, y, u, ux, uy), b , b(x, y, u,

ux, uy), c , c(x, y, u, ux, uy), d , d(x, y, u, ux, uy), G(x, y, u, ux, uy)
— заданные функции. Уравнение (2) встречается в дифференци-
альной геометрии [3], в задачах газовой и гидродинамики [4 – 7],
а также многих других математических моделях естествознания.
В справочниках [6, 7] приведены точные решения уравнения (2)
для некоторых G(x, y, u, ux, uy). Подробная сводка новых резуль-
татов по методу редукции и точным решениям для нестационар-
ного уравнения Монжа–Ампера представлена в работах [8, 9].

В докладе предложено строить точные решения уравне-
ния (1) в виде суперпозиции квадратичной формы и решений
обыкновенных дифференциальных уравнений, порождаемых ис-
ходным уравнением в частных производных. При этом использу-
ется метод редукции, который базируется на следующей лемме.

Лемма 1. Пусть F (z) — произвольная дважды непрерывно диф-
ференцируемая вещественная функция. Тогда для любой сим-
метрической матрицы A, задающей квадратичную форму ξ =
1

2
(Ax,x), для гессиана функции F (ξ) = F

(
1

2
(Ax,x)

)
справедли-

ва формула

det

(
∂2F (ξ)

∂xi∂xj

)

i,j=1,n

= detA

(
dF

dξ

)n−1 [dF
dξ

+ 2ξ
d2F

dξ2

]
,

где detA — определитель матрицы A.

Доказательство этой леммы приведено в [10]. Приводится
целый ряд примеров точных решений, как радиально симмет-
ричных, так и анизотропных, выражающихся через комбинации
элементарных функций.

Работа выполнена за счет субсидии Минобрнауки России в рамках
проектов №121041300058-1 и №121032400051-9.
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О бифуркации циклов и бифуркации на
бесконечности в системах с однородными

нелинейностями

М. Н. Кунгиров
Уфа, Уфимский университет науки и технологий

e-mail: mamur.qongirov@mail.ru

Рассматривается зависящая от малого параметра α дина-
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мическая система

dx

dt
= B0x+ αf(x) , x ∈ R2 , (1)

в которой B0 — квадратная (порядка 2) вещественная матрица,
f(x) — вектор-функция, компоненты которой являются непре-
рывно дифференцируемыми функциями. Предполагается, что
матрица B0 имеет пару простых чисто мнимых собственных зна-
чений λ = ±ω0i (ω0 > 0). В силу указанного предположения
фазовый портрет линейной системы

dx

dt
= B0x , x ∈ R2 , (2)

имеет тип “центр”, все ее решения являются T0-периодическими;

здесь T0 =
2π

ω0
.

В системе (1) возможны разные сценарии бифуркаций, свя-
занные с возникновением в ней периодических решений при ма-
лых ненулевых значениях параметра α. В настоящей работе рас-
сматриваются два сценария бифуркаций (см., например, [1]).

Первый сценарий бифуркации связан с возникновением у
системы (1) периодических орбит, ответвляющихся от некоторо-
го цикла линейной системы (2). Пусть x = C0ϕ0(t) — некоторое
ненулевое периодическое решение системы (2); обозначим через
Υ0 соответствующую траекторию в фазовом пространстве этой
системы. Значение α = 0 будем называть точкой бифуркации
циклов системы (1), ответвляющихся от цикла Υ0, если для каж-
дого ε > 0 найдется такое ненулевое α(ε) ∈ (−ε, ε), что систе-
ма (1) при α = α(ε) имеет изолированное периодическое реше-
ние x(t, ε) периода T (ε), причем max

t
‖x(t, ε) − C0ϕ0(t)‖ < ε и

|T (ε)− T0| < ε.
Второй сценарий бифуркации связан с возникновением у

системы (1) периодических орбит больших амплитуд. Значение
α = 0 называют точкой бифуркации Андронова–Хопфа на бес-
конечности, если для каждого ε > 0 найдется такое ненуле-
вое α(ε) ∈ (−ε, ε), что система (1) при α = α(ε) имеет изо-
лированное периодическое решение x(t, ε) периода T (ε), причем
max

t
‖x(t, ε)‖ > ε−1 и |T (ε)− T0| < ε.
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Будем предполагать, что функция f(x) в системе (1) имеет
вид f(x) = B1x+ bq(x) , в котором B1 — квадратная (порядка 2)
вещественная матрица, а нелинейность bq(x) является однород-
ной порядка q (q > 2). Соответственно, система (1) примет вид

dx

dt
= B0x+ α[B1x+ bq(x)] , x ∈ R2 . (3)

Теорема. Бифуркация циклов в системе (3) может иметь ме-
сто только в случае, когда q нечетно, т. е. когда в системе (3)
нелинейность bq(x) является однородной нечетного порядка. Би-
фуркация на бесконечности может иметь место только в слу-
чае, когда q четно.

В статье предлагаются также новые достаточные призна-
ки бифуркаций циклов и бифуркаций на бесконечности. Статья
развивает исследования, начатые в [2].

1. Юмагулов М.Г., Ибрагимова Л.С., Имангулова Э.С. Главные
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жения // Дифференциальные уравнения. 2017. Т. 53, № 12. С. 1627–
1643.
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О полноте системы ортонормированных
собственных векторов четырёхмерного
оператора Дирака в классах Соболева

У. С. Мадрахимов, А. М. Ражапова, С.Ш. Матeкубова

Ургенчский государственный университет имени Абу Райхана
Беруни, Ургенч, Узбекистан

e-mail: umadraximov@mail.ru, us.madrakhimov@gmail.com

В работе рассмотрены вопросы полноты системы ортонор-
мированных собственных векторов четырёхмерного оператора
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Дирака в классах Соболева.
Рассмотрим задачу на собственные значения для четырёх-

мерной стационарной системы Дирака [2]



0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



∂ψ(x, y, z)

∂x
+



0 0 0 −i
0 0 i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0



∂ψ(x, y, z)

∂y
+

+



0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0



∂ψ(x, y, z)

∂z
+ λψ(x, y, z) = 0.

(1)

Предположим, что вектор-функция ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)
T

в системе (1) рассматривается в параллелепипеде T 3 = [0, a] ×
[0, b]×[0, c], где ψk(x, y, z) ∈ C1([0, a]×[0, b]×[0, c]), a, b, c ∈ R, k =
1, 4.

В связи с системой (1) рассмотрим следующие краевые
условия:





αkψk(0, y, z) + βkψk(a, y, z) = 0,

βk
∂ψk(0, y, z)

∂x
+ αk

∂ψk(a, y, z)

∂x
= 0, k = 1, 4,

(2)





γkψk(x, 0, z) + δkψk(x, b, z) = 0,

δk
∂ψk(x, 0, z)

∂y
+ γk

∂ψk(x, b, z)

∂y
= 0, k = 1, 4,

(3)





χkψk(x, y, 0) + σkψk(x, y, c) = 0,

σk
∂ψk(x, y, 0)

∂z
+ χk

∂ψk(x, y, c)

∂z
= 0, k = 1, 4.

(4)

Краевая задача (1)–(4) называется: периодической, если
αk = −βk 6= 0, γk = −δk 6= 0, χk = −σk 6= 0, k = 1, 2, 3, 4;
антипериодической, если αk = βk 6= 0, γk = δk 6= 0, χk = σk 6=
0, k = 1, 2, 3, 4; полупериодической, если |αk| 6= |βk| , αk 6= 0,
βk 6= 0, k = 1, 2, 3, 4 и |γk| 6= |δk| , γk 6= 0, δk 6= 0, k = 1, 2, 3, 4 и
|χk| 6= |σk| , χk 6= 0, σk 6= 0, k = 1, 2, 3, 4 (см., например, [3, 4]).
Чтобы несколько упростить вычисления, ограничимся случаем
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|αk| 6= |βk| , αk 6= 0, βk 6= 0 и |γk| 6= |δk| , γk 6= 0, δk 6= 0 и
|χk| 6= |σk| , χk 6= 0, σk 6= 0.

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть

Xk,n(x) =

√
2

a
· βk cosµk,n

π
ax+ εk,n sign(β

2
k − α2

k)αk sinµk,n
π
a√

α2
k + β2k ·

√
1 + |µk,n|2s

,

Yk,m(y) =

√
2

b
· δl cos τl,m

π
b y + ε̄k,m sign(δ2k − γ2k)γk sin τk,m

π
b y√

γ2k + δ2k ·
√

1 + |τk,m|2s
,

и

Zk,l(z) =

√
2

c
· σk cos ρk,l

π
c z + ¯̄εk,l sign(σ

2
k − χ2

k)χk sin ρk,l
π
c z√

χ2
k + σ2k ·

√
1 + |ρk,l|2s

,

n,m, l ∈ Z, k = 1, 2, 3, 4 — полные ортонормированные системы
собственных функций в W s

2 (0, a), W
s
2 (0, b) и W s

2 (0, c) соответ-
ственно. Тогда системы собственных функций ψk,n,m,l(x, y, z) =
Xk,n(x) · Yk,m(y) · Zk,l(z), k = 1, 2, 3, 4, n ∈ Z, m ∈ Z, l ∈ Z,
отвечающие вспомогательным одномерным спектральным за-
дачам соответственно, ортонормированы и полны в простран-
стве W s

2 ([0, a]×[0, b]×[0, c]), где εk,n = ±1, , ε̄k,m = ±1, ¯̄εk,l = ±1.

Тем самым мы получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть |αk| 6= |βk|, αk 6= 0, βk 6= 0 и |γk| 6= |δk|,
γk 6= 0, δk 6= 0 и |χk| 6= |σk|, χk 6= 0, σk 6= 0, k = 1, 2, 3, 4, и
пусть ω = max

k
{max{ωk, ω̄k, ¯̄ωk}} < 1. Тогда система нормиро-

ванных собственных векторов {ψk,n,m,l}, k = 1, 2, 3, 4, n,m, l ∈ Z

четырёхмерного оператора Дирака (1)–(4) является четырёх-
кратной полной ортонормированной системой в классах Собо-
лева W s

2 ([0, a] × [0, b] × [0, c]), s = 0, 1, 2, . . ., где

ωk =

√

θ2k + 2

(
θk√
2
+ (ϕk + 1)s − 1

)2

· φ(s),
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θk =
√
2 max
x∈[0,a]

∣∣∣eiϕk
π
a
x − 1

∣∣∣ , ϕk =
1

π
arccos

−2αkβk
α2
k + β2k

,

ω̄k =

√

θ̄2k + 2

(
θ̄k√
2
+ (ϕ̄k + 1)s − 1

)2

· φ(s),

θ̄k =
√
2 max
y∈[0,b]

∣∣∣eiϕ̄k
π
b
x − 1

∣∣∣ , ϕ̄k =
1

π
arccos

−2γkδk
γ2k + δ2k

,

¯̄ωk =

√√√√ ¯̄θ2k + 2

(
¯̄θk√
2
+ ( ¯̄ϕk + 1)s − 1

)2

· φ(s),

¯̄θk =
√
2 max
z∈[0,c]

∣∣∣ei ¯̄ϕk
π
c
x − 1

∣∣∣ , ¯̄ϕk =
1

π
arccos

−2χkσk
χ2
k + σ2k

,

φ(0) = 1√
2
, φ(s) = 1 при s = 1, 2, . . . .
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4. Левитан Б.М., Саргсян И.С. Введение в спектральную теорию. М.:
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Условия достижимости старшего
центрального показателя в классе

возмущений с фиксированным
множеством нулей

Е.К. Макаров, А. Д. Ковалькова

Минск, Инститтут математики НАН Беларуси
e-mail: jcm@im.bas-net.by

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ≥ 0, (1)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей коэффициен-
тов A такой, что ‖A(t)‖ ≤ M < +∞ для всех t ≥ 0. Обозначим
матрицу Коши системы (1) через XA, а ее старший показатель
через λn(A). Вместе с системой (1) рассмотрим возмущенную си-
стему

ẏ = A(t)y +Q(t)y, y ∈ R
n, t ≥ 0, (2)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей возмущений Q.
Старший показатель системы (2) обозначим через λn(A+Q).

Точной верхней границей подвижности старшего показате-
ля системы (1) называется число

Ω′(A) = lim
ε→0

sup
‖Q‖≤ε

λn(A+Q).

Старшим центральным показателем системы (1) называется [1,
с. 157], [2, с. 46] величина

Ω(A) = lim
T→+∞

lim
m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln ‖XA(kT, kT − T )‖.

В [3] доказано, что старший центральный показатель достижим,
то есть выполнено равенство

Ω′(A) = Ω(A).
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Достижимость старшего центрального показателя доказа-
на в [3] в предположении отсутствия каких-либо ограничений
на множество значений, принимаемых возмущением Q в произ-
вольной точке положительной полуоси. Это условие может быть
ослаблено для классов возмущений, обращающихся в нуль на
некотором заданном множестве.

Определение. Пусть M — произвольное множество ограничен-
ных кусочно-непрерывных возмущений Q. Будем говорить, что
старший центральный показатель достижим в классе малых
возмущений из M, если выполнено равенство

Ω(A) = lim
ε→0

sup
‖Q‖≤ε

{λn(A+Q) : Q ∈ M}.

Возьмем произвольное множество Z ⊂ R, характеристиче-
ская функция которого кусочно-непрерывна, и рассмотрим мно-
жество B(Z) всех кусочно-непрерывных ограниченных возмуще-
ний Q, тождественно обращающихся в нуль на Z.

Теорема 1. Если существуют числа b > δ > 0 и последова-
тельность tk > 0, k ∈ N, такие что δ < tk+1 − tk < b и
Z ∩ [tk, tk + δ] = ∅ при всех k ∈ N, то старший центральный
показатель достижим в классе малых возмущений из B(Z).

Теорема 2. Если существуют такие стремящиеся к +∞ по-
следовательности положительных чисел tk и sk, k ∈ N, что
Z ⊃ [tk, tk + sk] при всех k ∈ N, то старший центральный пока-
затель недостижим в классе малых возмущений из B(Z).

Работа выполнена в рамках Государственной программы научных ис-

следований Конвергенция–2025.

1. Былов Б.Ф., Виноград Р.Э., Гробман Д.М., Немыцкий В.В. Теория
показателей Ляпунова и ее приложения к вопросам устойчивости.
М.: Наука, 1966.

2. Изобов Н.А. Введение в теорию показателей Ляпунова. Минск:
БГУ, 2006.

3. Миллионщиков В.М. Доказательство достижимости центральных
показателей линейных систем // Сиб. мат. журн. 1969. Т. 10, № 1.
С. 99–104.
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Проверка корректности нового определения
матрицы Ляпунова для уравнения в

частных производных с запаздыванием

П.Е. Маковеева
Санкт-Петербург, Санкт-Петербургский государственный

университет, кафедра теории управления
e-mail: p.e.makoveeva@spbu.ru

Классический метод Ляпунова может быть обобщён для
уравнений с запаздыванием посредством метода функционалов
Ляпунова–Красовского, считающегося эффективным подходом
для изучения устойчивости таких систем. В последние два деся-
тилетия интенсивно развивается теория функционалов с задан-
ной производной, применяемая к линейным и квазилинейным си-
стемам с запаздыванием [1]. Эти функционалы позволяют про-
водить анализ устойчивости и робастной устойчивости систем.
Центральным элементом данного подхода является матрица Ля-
пунова — функция, заданная на некотором отрезке и определяе-
мая набором свойств.

Уравнения в частных производных с запаздыванием нахо-
дят широкое применение в прикладных задачах. В частности, в
биологии подобные уравнения применяются для описания дина-
мики популяций [2] и могут быть представлены в виде системы





ut(x, t) = auxx(x, t) + bu(x, t− h), x ∈ (0, l), t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, θ) = ϕ(x, θ), θ ∈ [−h, 0], x ∈ [0, l].

(1)

Она состоит из уравнения запаздывающего типа с распре-
деленными параметрами, однородных граничных и соответству-
ющих начальных условий. Здесь ϕ — начальная функция, для
простоты мы предполагаем, что она абсолютно непрерывна; a >
0, b 6= 0 — параметры модели, h > 0 — запаздывание. В дальней-
шем мы предполагаем, что длина отрезка l = 1, так как задача
может быть сведена к этому случаю путем масштабирования ко-
ординаты x.
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Из работы [4] известно, что функционал, построенный по
системе (1), имеет вид

v0(ϕ) =

∫ 1

0
ϕ(y2, 0)

∫ 1

0
U(0, y1, y2)ϕ(y1, 0)dy1dy2+

+2b

∫ 1

0
ϕ(y1, 0)

∫ 1

0

∫ 0

−h
U(−h− θ, y1, y2)ϕ(y2, θ)dθdy2dy1+ (2)

+b2
∫ 1

0

∫ 0

−h
ϕ(y1, θ1)

∫ 1

0

∫ 0

−h
U(θ1 − θ2, y1, y2)ϕ(y2, θ2)dθ2dy2dθ1dy1.

Производная этого функционала вдоль решений системы (1) за-
дается неположительной квадратичной формой

d

dt
v0(ϕ)

∣∣∣∣
(1)

= −‖ϕ(·, 0)‖2L2
. (3)

Функционал v0 строится по функции U , которую мы далее
будем называть матрицей Ляпунова.

Определение 1. Матрица Ляпунова U — это функция

U(τ, y1, y2) = 2

∞∑

i=1

sin(πiy1) sin(πiy2)ui(|τ |), (4)

где τ ∈ [−h, h], явный вид ui(|τ |) представлен в теореме 2 работы
[3]. В частности, для достаточно больших i, при которых выпол-

нены условия µi > |b|, b cosh(λih) − µi 6= 0, где λi =
√
µ2i − b2 и

µi = a(πi)2,

ui(τ) =
b sinhλi(h− τ) + µi sinhλiτ − λi coshλiτ

2λi(b coshλih− µi)
, τ ∈ [0, h].

Далее можно сформулировать альтернативное определение
матрицы Ляпунова, в котором она задаётся через восемь свойств.
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Определение 2. Функция U(τ, y1, y2), τ ∈ [−h, h], y1, y2 ∈ [0, 1],
называется матрицей Ляпунова системы (1), если она удовле-
творяет следующему набору свойств:
1. Симметричность:

U(τ, y1, y2) = U(τ, y2, y1), τ ∈ [−h, h], y1, y2 ∈ [0, 1],

2. U является четной функцией относительно переменной τ :

U(τ, y1, y2) = U(−τ, y1, y2), τ ∈ [−h, h], y1, y2 ∈ [0, 1],

3. Однородность граничных условий:

U(τ, 1, y) = U(τ, 0, y) = 0, τ ∈ [−h, h], y ∈ [0, 1],

4. Динамическое свойство при τ 6= 0:

∂U(τ, y1, y2)

∂τ
= a

∂2U(τ, y1, y2)

∂y21
+ bU(τ − h, y1, y2),

τ ∈ (0, h), y1, y2 ∈ (0, 1),

5. Динамическое свойство при τ = 0:

a
∂2U(0, y1, y2)

∂y21
+ bU(−h, y1, y2) = 0,

y1 ∈ (0, 1), y2 ∈ (0, y1) ∪ (y1, 1),

6. Скачок производной вдоль прямой y1 = y2 при τ = 0:

∂U(0, y + 0, y)

∂y1
− ∂U(0, y − 0, y)

∂y1
= − 1

2a
, y ∈ (0, 1),

7. Непрерывность производной при τ 6= 0:

∂U(τ, y + 0, y)

∂y1
=
∂U(τ, y − 0, y)

∂y1
, τ ∈ (0, h), y ∈ (0, 1).
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В работе [4] было показано, что если функция U(τ, y1, y2)
является матрицей Ляпунова, удовлетворяющей всем свойствам
альтернативного определения 2, и функционал представлен в ви-
де (2), то производная данного функционала вдоль решений си-
стемы (1) принимает вид квадратичной формы (3). Мы показали,
что два представленных определения совместимы. Функция (4)
из определения 1 удовлетворяет всем свойствам из определения 2.
Ряд (4) абсолютно и равномерно сходится, однако этого недоста-
точно для проверки свойств из определения 2. Нами замечено,
что (4) можно разбить на несколько частей, для некоторых из
которых существует возможность почленного дифференцирова-
ния, а для остальных ряд можно суммировать явно, а затем уже
дифференцировать полученную функцию. Таким образом, новое
представление функции (4) позволяет доказать, что функция из
определения 1 удовлетворяет альтернативному определению 2.
Кроме того, стоит подчеркнуть, что альтернативное определение
может помочь при вычислении матрицы Ляпунова. В дальней-
шем систему свойств из определения 2 можно будет решить ме-
тодами теории дифференциальных уравнений.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда

№ 23-71-10099, https://rscf.ru/project/23-71-10099/
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К периодической краевой задаче для
обобщения матричного уравнения Риккати

с параметром

О.А. Маковецкая
Могилев, Белорусско-Российский университет

e-mail: olya.makzi@gmail.com

Исследуется краевая задача типа [1, 2]

dX

dt
= A(t)X +XB(t) + λXQ(t)X + λF (t,X), (1)

X(0, λ) = X(ω, λ), (2)

где (t,X) ∈ I × R
n×n, A,B,Q ∈ C(I,Rn×n), F ∈ C(Dρ̃,R

n×n).
Предполагается, что Q(t) 6≡ 0, функция F (t,X) в области Dρ̃ =
{(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃} удовлетворяет относительно X условию
Липшица (локально), F (t, 0) 6≡ 0; I = [0, ω], ω > 0, 0 < ρ̃ ≤ ∞,
λ ∈ R.

При Q(t) ≡ 0, λ = 1 эта задача конструктивными метода-
ми [3] изучалась в [4, 5] и др.; в этом случае с помощью качествен-
ных методов задача (1), (2) в области I × R

n×n рассматривалась
в работе [6]. Предлагаемая работа является продолжением и раз-
витием [1, 2, 7, 8]. Задача (1), (2) исследуется в конечномерной
банаховой алгебре B(n) непрерывных матриц-функций с нормой
‖X‖C = max

t∈I
‖X(t)‖, где ‖·‖ — определенная норма матриц в этой

алгебре, например, любая из норм, приведенных в [9].
Обозначения:

Dρ = {(t,X) : 0 ≤ t ≤ ω, ‖X‖ ≤ ρ},

M =

ω∫

0

A(τ)dτ, N = −
ω∫

0

B(τ)dτ,

γ = ‖Φ−1‖, α = max
t

‖A(t)‖, β = max
t

‖B(t)‖,
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δ = max
t

‖Q(t)‖, h = max
t

‖F (t, 0)‖, ε = |λ|,

q(ρ, ε) = q1(ρ)ε + q2(ρ), ϕ(ρ, ε) = ϕ1(ρ)ε+ ϕ2(ρ),

q1(ρ) = γδω[(α + β)ω + 2]ρ+ γωL[1 +
1

2
(α+ β)ω],

q2(ρ) =
1

2
γω2(α+ β)2,

ϕ1(ρ) = γδω[1 +
1

2
(α+ β)ω]ρ2 + [1 +

1

2
(α+ β)ω](Lρ+ h)γω,

ϕ2(ρ) =
1

2
γω2(α+ β)2ρ, ε1 =

ρ− ϕ2(ρ)

ϕ1(ρ)
, ε2 =

1− q2(ρ)

q1(ρ)
,

ε0 = min{ε1, ε2}, где 0 < ρ < ρ̃, t ∈ I, L = L(ρ) > 0 — постоянная
Липшица для F (t,X) в области Dρ, Φ — линейный матричный
оператор, ΦZ =MZ − ZN , Z ∈ R

n×n.

Теорема. Пусть выполнены условия: матрицы M,N не имеют
общих характеристических чисел, ϕ2(ρ) < ρ, q2(ρ) < 1. Тогда
при |λ| < ε0 решение задачи (1), (2) в области Dρ существует и
единственно, при этом справедлива оценка ‖X‖C ≤ ϕ(ρ, ε).

Для построения решения задачи (1), (2) предложен алго-
ритм с явной вычислительной схемой

Xk+1(t, λ) =

= Φ−1
{ ω∫

0

A(τ)dτ

t∫

τ

[A(σ)Xk(σ, λ) +Xk(σ, λ)B(σ)+

+λXk−1(σ, λ)Q(σ)Xk−1(σ, λ) + λF (σ,Xk−1(σ, λ))]dσ+

+

ω∫

0

( t∫

τ

[A(σ)Xk(σ, λ) +Xk(σ, λ)B(σ)+ (3)

+λXk−1(σ, λ)Q(σ)Xk−1(σ, λ) + λF (σ,Xk−1(σ, λ))]dσ
)
B(τ)dτ−
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−
ω∫

0

[λXk(τ, λ)Q(τ)Xk(τ, λ) + λF (τ,Xk(τ, λ))]dτ
}
, k = 1, 2, . . . ,

где X0 = 0, X1 = −λΦ−1
ω∫
0

F (τ, 0)dτ .

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алго-
ритма (3), при этом получена оценка

‖X −Xk+1‖C ≤ q‖Xk+1 −Xk‖C + q2‖Xk −Xk−1‖C
1− q

, k = 1, 2, . . .

(4)
Оценка (4) дополнена следующими соотношениями:

‖X1 −X0‖C ≤ γωεh;

‖X2 −X1‖C ≤ 1

2
γ(α+ β)ω2[(α+ β)ρ+ εh] + γω(εδρ2 + εLρ),

которые позволяют выразить оценку (4) через исходные данные
задачи.
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Рассматривается задача

dX

dt
= A(t)X +XB(t) +XQ(t)X + F (t,X), (1)

MX(0) +NX(ω) = 0, (2)

где A,B,Q ∈ C(I,Rn×n), F ∈ C(Dρ̃,R
n×n), I = [0, ω], Dρ̃ =

{(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃}, ω > 0, 0 < ρ̃ ≤ ∞, функция F (t,X)
удовлетворяет в области Dρ̃ условию Липшица относительно X
(локально), M иN — вещественные n×n-матрицы. Следует отме-
тить, что в работе [1] эта задача изучалась только при Q(t) ≡ 0,
ρ̃ = ∞.

При Q(t) ≡ 0 в работе [2] установлена принципиальная воз-
можность получения алгоритмов с неявными вычислительными
схемами построения приближенных решений задачи (1), (2) (в
частности, периодической) в классе допустимых функций, то есть
функций класса C1(I,Rn×n), которые подчинены условию (2).
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Задача (1), (2) изучается, как и в [3], в конечномерной ба-
наховой алгебре B(n) непрерывных матриц-функций с нормой
‖X‖C = maxt∈I ‖X(t)‖, где ‖ · ‖ — какая-либо норма матрицы в
рамках определения этой алгебры.

Обозначения:

H̃(ω) =

∫ ω

0
H(τ)dτ, H ∈ {A,B},

Dρ = {(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ ≤ ρ < ρ̃},
R =M−1(MÃ(ω)−M −N), S = −B̃(ω),

Ψ(t)X = A(t)X +XB(t), ΦX = RX −XS,

m = ‖M−1(M +N)‖, γ = ‖Φ−1‖, α = max
t∈I

‖A(t)‖,

β = max
t∈I

‖B(t)‖, δ = max
t∈I

‖Q(t)|, h = max
t∈I

‖F (t, 0)|,

q = q(ρ) = γω[(α+ β + 2δρ + L)(m+ 2−1(α+ β)ω) + 2δρ+ L],

p = γωh(m+ 2−1(α+ β)ω + 1),

где L = L(ρ) — постоянная Липшица функции F (t,X) в области
Dρ, при этом оператор Φ и при каждом t ∈ I оператор Ψ(t) —
линейные операторы R

n×n → R
n×n.

Данная работа дополняет результаты статей [2, 3] и раз-
вивает исследования [4] в рамках условия detM 6= 0 в задаче
(1), (2).

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: detM 6= 0,
матрицы R и S не имеют общих характеристических чисел,
q < 1, p/(1− q) ≤ ρ.

Тогда в области Dρ решение X = X(t) задачи (1), (2) суще-
ствует и единственно. Это решение представимо в виде пре-
дела равномерно сходящейся на отрезке I последовательности
матричных функций, определяемых рекуррентным интеграль-
ным соотношением с неявной вычислительной схемой и удовле-
творяющих условию (2), при этом справедлива оценка ‖X‖C ≤
p/(1− q).
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По аналогии с [3] вводится оператор

L(X(t), Y (t)) =

=M−1(M +N)

∫ ω

t
(Ψ(τ)X(τ) + Y (τ)Q(τ)Y (τ) + F (τ, Y (τ)))dτ+

+

∫ ω

0
[KA(t, τ)(Ψ(τ,X(τ) + Y (τ)Q(τ)Y (τ) + F (τ, Y (τ)))+

+(Ψ(τ)X(τ) + Y (τ)Q(τ)Y (τ) + F (τ, Y (τ)))KB(t, τ)]dτ−

−
∫ ω

0

(
Y (τ)Q(τ)Y (τ) + F (τ, Y (τ))

)
dτ,

где

KH(t, τ) =





∫ τ

0
H(σ)dσ, 0 ≤ τ ≤ t ≤ ω,

−
∫ ω

τ
H(σ)dσ, 0 ≤ t < τ ≤ ω,

L : C(I,Rn×n) → C1(I,Rn×n).

Согласно предположению, матрицы R и S не имеют об-
щих характеристических чисел, поэтому на основании [5] линей-
ный оператор Φ однозначно обратим. Тогда можно установить,
что задача (1), (2) эквивалентна интегральному уранению X(t) =
Φ−1L(X(t),X(t)).

Для построения решения разработан алгоритм типа [2, 3]

Xk(t) = Φ−1L(Xk(t),Xk−1(t)),

где в качестве начальной функции X0 может быть взята любая
функция из пространства C(I,Rn×n) такая, что ‖X0‖C ≤ ρ. По
аналогии с [3] можно установить, что приближения {Xk(t)}∞0 яв-
ляются допустимыми, а также доказать, что все члены последо-
вательности {Xk(t)}∞0 однозначно определяются алгоритмом (3)
и принадлежат шару ‖X‖C ≤ ρ.

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алго-
ритма, при этом получены оценки

‖X −Xm‖C ≤ q̃m‖∆0‖C
1− q̃

, ‖X‖C ≤ ‖X0‖C +
‖∆0‖C
1− q̃

, (4)
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где

q̃ =
q − q̃1
1− q̃1

< q,

q̃1 = γ(α + β)ω[m+ 2−1(α+ β)ω] < q.

Как и в работе [3], при X0 = 0 оценки (4) существенно упроща-
ются, а именно

‖X −Xm‖C ≤ q̃m

1− q̃

p

1− q̃1
, ‖X‖C ≤ p

1− q
.
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туллиной теория абстрактного функционально-дифференциаль-
ного уравнения (АФДУ) [1] изучает уравнения/системы с фазо-
вым пространством D, изоморфным прямому произведению ба-
нахова пространства B и конечномерного пространства R

m (D ≃
B × R

m). В рамках общей теории АФДУ получены результаты
о краевых задачах, задачах управления, вариационных задачах
и задачах устойчивости решений. Центральная идея приложений
теории АФДУ состоит в рациональном выборе пространства D
для каждого конкретного класса моделей и каждой из упомяну-
тых задач. Такой выбор при наличии общей теории позволяет
применять стандартные схемы и теоремы анализа к задачам, ис-
следование которых требовало ранее индивидуального подхода
и специальных построений. Значительная свобода выбора про-
странства D позволила к настоящему моменту охватить содер-
жательными результатами следующие классы функционально-
дифференциальных уравнений с обыкновенными производными
целого порядка: системы с последействием, сингулярные систе-
мы, системы с импульсным воздействием, гибридные системы
[2, 3].

В последние 5-10 лет обращает на себя внимание активный
и неослабевающий интерес исследователей к уравнениям с дроб-
ными производными, находящим самые разнообразные приложе-
ния. В последнее время появляются работы о применении моде-
лей с дробными производными в задачах экономической динами-
ки. Представляется целесообразным развитие теории уравнений
с дробными производными на основе теории АФДУ применитель-
но к краевым задачам и задачам управления. Ниже описывается
класс систем с дробной производной Капуто, для которого полу-
чены результаты о разрешимости краевых задач и задач управ-
ления.

Пусть L∞ — пространство измеримых и ограниченных в
существенном функций z : [0, T ] → R

n с нормой

‖z‖L∞
= vraisup(|z(t)|Rn : t ∈ [0, T ]),

AC∞ — пространство абсолютно непрерывных функций
y : [0, T ] → R

n с ограниченной в существенном производной ẏ
и нормой

‖y‖AC∞
= ‖ẏ‖L∞

+ |y(0)|Rn .
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Зафиксируем дискретный набор точек tk ∈ (0, T ), 0 = t0 <
t1 < . . . < tm < T. Рассмотрим пространство DS∞(m) функций
x : [0, T ] → R

n, представимых в виде

x(t) =

∫ t

0
z(s) ds + x(0) +

m∑

k=1

χ[tk ,T ](t)∆x(tk),

где z ∈ L∞, ∆x(tk) = x(tk)− x(tk − 0), χ[tk,T ](t) — характеристи-
ческая функция отрезка [tk, T ].

Обозначим через Dα : DS∞(m) → L∞ оператор дробного
дифференцирования Капуто порядка α ∈ (0, 1) (см., например,
[4]):

(Dαx)(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

ẋ(s)

(t− s)α
ds,

где Γ(·) — Гамма-функция Эйлера.
Рассмотрим систему

Dαx = T x + f, (1)

где T : DS∞(m) → L∞ — линейный ограниченный вольтерров
оператор, f ∈ L∞.

В докладе предлагаются теоремы об условиях разрешимо-
сти краевых задач и задач имульсного управления для систе-
мы (1). Здесь мы ограничимся теоремой об однозначной разре-
шимости общей линейной краевой задачи для системы (1) с кра-
евыми условиями

ℓx = β ∈ R
n+mn, (2)

где ℓ : DS∞(m) → R
n+mn — линейный ограниченный вектор-

функционал.
В [5] показано, что при естественных ограничениях относи-

тельно оператора T абсолютно непрерывное решение системы (1)
с нулевым начальным значением имеет представление

x(t) = (Cf)(t) =

∫ t

0
C(t, s)f(s) ds,

где C(t, s) — матрица Коши.
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Введем обозначения

Ak(t) = (T (Eχ[tk,T ]))(t), k = 0, . . . ,m;

Xk(t) = χ[tk,T ](t)E +

∫ t

0
C(t, s)Ak(s) ds, k = 0, . . . ,m.

Теорема. Необходимым и достаточным условием однозначной
разрешимости краевой задачи (1), (2) является обратимость
(n+mn)× (n +mn)-матрицы

Λ = (ℓX0, ℓX1, . . . , ℓXm).
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ных дифференциальных уравнений с последействием есть обоб-
щение классического определения экспоненциальной устойчиво-
сти для обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ).
Оно означает существование таких постоянных N, γ > 0, что для
любого решения, определяемого начальной функцией ϕ, справед-
лива оценка |x(t)| 6 Ne−γt‖ϕ‖. Числo γ характеризуют скорость,
с которой решение стремится к нулю. Вычисление или точная его
оценка — сложная задача. Тем не менее, решать ее необходимо,
т. к. без этого вопрос об экспоненциальной устойчивости урав-
нений с последействием не может считаться исследованным до
конца.

Рассмотрим дифференциальное уравнение запаздывающе-
го типа

ẋ(t) +

J∑

j=0

bj(Shj
x)(t) = f(t), t ∈ R+, (1)

где bj ∈ C, 0 6 h0 < h1 < . . . < hJ , J ∈ N0, функция внеш-
него возмущения f : R+ → C предполагается суммируемой на
каждом конечном отрезке, а Sh — оператор сдвига, действующий
в пространстве непрерывных (кусочно-непрерывных, суммируе-
мых) функций по правилу

(Shy)(t) =

{
y(t− h), t− h > 0,

0, t− h < 0;

для h = 1 примем обозначение S1 = S.
Под решением уравнения (1) будем понимать абсолютно

непрерывную на каждом конечном отрезке функцию x : R+ → C,
удовлетворяющую (1) почти всюду на R+.

Как известно [1, с. 84], уравнение (1) с заданными началь-
ными условиями однозначно разрешимо и его решение предста-
вимо в виде

x(t) = X(t)x(0) +

t∫

0

X(t− s)f(s)ds, (2)

где X называется фундаментальным решением. Его удобно счи-
тать заданным на всей оси, доопределив нулем на отрицательной
полуоси.
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При исследовании устойчивости уравнения (1) оказывается
полезной функция

g(p) = p+
J∑

j=0

bje
−phj , p ∈ C.

Эту функцию назовем характеристическим квазиполиномом.
Уравнение (1) назовем экспоненциально устойчивым, если

существуют такие постоянные N, γ > 0, что при всех t > 0 спра-
ведлива экспоненциальная оценка |X(t)| 6 Ne−γt.

Для фундаментального решения уравнения (1) существует
предел [2]:

lim
t→∞

ln |X(t)|
t

= −ω <∞. (3)

Назовем число ω точным показателем фундаментального ре-
шения. Очевидно, что уравнение (1) экспоненциально устойчиво
тогда и только тогда, когда ω > 0. Следующие две теоремы дают
идею вычисления точного показателя фундаментального реше-
ния.

Теорема 1. Точный показатель фундаментального решения
уравнения (1) равен ω тогда и только тогда, когда равен нулю
точный показатель фундаментального решения уравнения

ẏ(t)− ωy(t) +

K∑

k=0

bke
ωhk(Shj

y)(t) = 0, t ∈ R+. (4)

Теорема 2. Пусть ω— точный показатель уравнения (1). Фун-
даментальное решение уравнения (1) имеет экспоненциальную
оценку с показателем γ = ω тогда и только тогда, когда харак-
теристический квазиполином уравнения (4) не имеет нулей в
открытой правой полуплоскости, а корни, лежащие на мнимой
оси, простые.

Применение теоремы 2 эффективно, если для уравнения (4)
известен коэффициентный (аналитический или геометрический)
критерий устойчивости: зная границы области устойчивости, мы
строим поверхность, которая (возможно, в неявном виде) выра-
жает точный показатель ω через параметры исходного уравне-
ния.
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Пример. Рассмотрим уравнение

ẋ(t) + (a+ ib)(Sx)(t) = 0, t ∈ R+, (5)

в котором a, b ∈ R. Выбор запаздывания h = 1 не является огра-
ничением, т.к. любое уравнение с одним ненулевым запаздывани-
ем h может быть сведено к виду (6) заменой аргумента t 7→ th.
Запишем для данного примера уравнение (4)

ẏ(t)− ωy(t) + (a+ ib)eω(Sy)(t) = 0, t ∈ R+,

и воспользуемся тем, что для этого уравнения известен [3, 4]
критерий экспоненциальной устойчивости и построена область
устойчивости.

В пространстве Oξηζ зададим семейство однозначно опре-
деленных поверхностей ζ = ζ(ξ, η) равенствами ξ = (θ sin θ +
ζ cos θ)e−ζ , η = (θ cos θ − ζ sin θ)e−ζ , θ ∈ [−θ0, θ0], где θ0 ∈ (0, π) —
корень уравнения ζ = θ ctgθ. График поверхности ζ = ζ(ξ, η) при
ζ > 0 имеет вид криволинейного конуса с вершинами в точках
(e−1, 0, 1).

Теорема 3. Если уравнение (5) экспоненциально устойчиво, то
его точный показатель определяется равенством ω = ζ(a, b).

Теорема 4. Пусть уравнение (5) экспоненциально устойчиво и
a+ib 6= e−1. Тогда для фундаментального решения уравнения (5)
справедлива оценка |X(t)| 6 Ne−ωt, где ω = ζ(a, b).

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации, проект FSNM–2023–0005.
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О мажорантах старшего показателя
Ляпунова неограниченных систем

Н.Л. Марголина, К. Е. Ширяев

Кострома, ФГБОУ ВО Костромской государственный
университет

e-mail: nmargolina@mail.ru, shiryaev4@yandex.ru

Для любого натурального n рассмотрим систему

ẋ = A(t)x, (1)

где функция A : R+ → EndRn непрерывна или кусочно-непре-
рывна, x ∈ Rn. Оператор Коши системы (1) обозначим XA(· , · ).

Старший показатель Ляпунова системы (1) задается фор-
мулой [1]

λ1(A) = lim
t→+∞

ln ‖XA(t, 0)‖
t

.

Верхний центральный и верхний особый показатели опре-
деляются дискретным способом [2] соответственно как

Ωd(A) = inf
T>0

lim
m→+∞

1

mT

m∑

j=1

ln ‖XA(jT, (j − 1)T )‖,

Ω0
d(A) = inf

T>0
sup
m∈N

1

T
ln ‖XA(mT, (m− 1)T )‖.

Эти же показатели в [2] определяются методом стекловских
усреднений соответственно как

Ω(A) ≡ inf
T>0

lim
t→+∞

1

tT

t∫

0

ln ‖XA(τ + T, τ)‖dτ ,
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Ω0(A) = inf
T>0

sup
t>0

1

T
ln ‖XA(t+ T, t)‖

В [2] указано, что в случае интегрально-ограниченной опе-

ратор-функции A(t), т.е. если sup
t≥0

t+1∫
t

‖A(τ)‖dτ ≤ M , всегда вы-

полняются соотношения λ1(A) ≤ Ω0(A) = Ω0
d(A) и λ1(A) ≤

Ω(A) = Ωd(A), причем знак inf в формулах центрального и осо-
бого показателей может быть заменен на предел при T → +∞.
То есть верхние центральный и особый показатели являются ма-
жорантами старшего показателя Ляпунова.

Теорема 1. Для любой системы вида (1) с интегрально-неогра-
ниченной функцией A(t) верхний особый показатель Ω0(A), опре-
деляемый методом стекловских усреднений, является мажо-
рантой старшего показателя Ляпунова.

Теорема 2. Верхний центральный показатель, определяемый
методом стекловских усреднений и дискретным способом, верх-
ний особый показатель, определяемый дискретным способом,
систем вида (1) с интегрально-неограниченной функцией A(t)
(показатели Ω(A),Ωd(A),Ω

0
d(A) ) не являются, вообще говоря,

мажорантами старшего показателя Ляпунова.

1. Далецкий Ю.Л., Крейн М.Г. Устойчивость решений дифференци-
альных уравнений в банаховом пространстве. М.: Наука, 1970.

2. Былов Б.Ф., Виноград Р.Э., Гробман Д.М., Немыцкий В.В. Теория
показателей Ляпунова и ее приложение к вопросам устойчивости.
М.: Наука, 1966.
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Аналитические по малому параметру
решения слабо нелинейных краевых задач

теории упругости

Д.А. Маслов
Москва, Национальный исследовательский университет

«МЭИ»
e-mail: maslovdma@mpei.ru

Ряд нелинейных стационарных задач теории упругости мо-
жет быть представлен в виде дифференциального уравнения в
банаховом пространстве [1], обозначим его E, в котором линей-
ный оператор возмущается полилинейным оператором следую-
щим образом

Au = εB(Gu,Hu,Hu) + f, (1)

где ε — малый параметр; A — линейный неограниченный опера-
тор; B : E×E×E → E — полилинейный ограниченный оператор
(3-линейный оператор); линейные операторы G и H могут быть
как ограниченными, так и неограниченными; функция f ∈ E.

Пусть выполнено условие (α):
Оператор A является замкнутым неограниченным оператором
с областью определенияDA и имеет непрерывный обратный опе-
ратор A−1.

Будем искать решение уравнения (1) в виде ряда по степе-
ням малого параметра

u = u0 + εu1 + . . .+ εnun + . . . . (2)

Ставится задача определить достаточные условия, при которых
ряд (2) является сходящимся к решению задачи (1), и, таким
образом, представляет аналитическое по малому параметру ре-
шение задачи (1).

Аналитичность решений при возмущении операторов игра-
ет важную роль как в теории дифференциальных уравнений с
малым параметром, так и в задачах математической физики, и
в линейном случае подробно описана в [2, 3]. В данной работе
рассматривается нелинейная задача.
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Используя правило Коши перемножения рядов с методом
неопределенных коэффициентов и условие (α), определим коэф-
фициенты ряда (2):

u0 = A−1f,

u1 = A−1B(Gu0,Hu0,Hu0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

un = A−1

[ n−1∑

k=0




k∑

j=0

B(Gun−1−k,Huj ,Huk−j)



]
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Доказаны теоремы об аналитической зависимости от мало-
го параметра ε решения уравнения (1), представимого рядом (2).

Теорема 1. Если выполнено условие (α) и операторы G и H яв-
ляются ограниченными, то уравнение (1) имеет единственное
аналитическое в точке ε = 0 решение.

Теорема 2. Если выполнено условие (α) и операторы G и H яв-
ляются замкнутыми неограниченными с областями определе-
ния DG ⊃ DA, DH ⊃ DA, то уравнение (1) имеет единственное
аналитическое в точке ε = 0 решение.

Пример. Рассмотрим краевую задачу для нелинейного диффе-
ренциального уравнения статической балки [4]:

d4u

dx4
= ε

d2u

dx2

(
du

dx

)2

+ f, x ∈ (0, 1), (3)

с краевыми условиями жёсткого закрепления

u(0) =
du(0)

dx
= u(1) =

du(1)

dx
= 0, (4)

где функция u(x) описывает нормализованный прогиб балки,
f(x) — функция распределённой нагрузки, ε > 0 — малый пара-
метр, характеризующий нелинейные свойства материала балки.

Записывая задачу (3), (4) в банаховом пространстве непре-
рывных функций C([0, 1]) в операторном виде, соответствую-
щем (1), получим:
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A =
d4

dx4
, DA = {v(x) ∈ C4([0, 1]), v(0) =

dv(0)

dx
= v(1) =

dv(1)

dx
=

0},
G =

d2

dx2
, DG = {v(x) ∈ C2([0, 1]), v(0) = v(1) = 0},

H =
d

dx
, DH = {v(x) ∈ C1([0, 1]), v(0) = v(1)}.

Оператор A является непрерывно обратимым, операторы
G и H являются замкнутыми неограниченными, области опре-
деления DA ⊂ DG ⊂ DH . Тогда, согласно теореме 2, краевая
задача (3), (4) имеет единственное аналитическое в точке ε = 0
решение, представимое в виде ряда (2), коэффициенты которого
можно получить, используя функцию Грина G(x, ξ) задачи (3),
(4), записанной при ε = 0,

u0(x) =

1∫

0

G(x, ξ)f(ξ)dξ,

u1(x) =

1∫

0

G(x, ξ)
d2u0
dξ2

(
du0
dξ

)2

dξ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

un(x) =

1∫

0

G(x, ξ)

n−1∑

k=0

d2un−1−k

dξ2




k∑

j=0

duj
dξ

duk−j

dξ


dξ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Описанный алгоритм может также использоваться без определе-
ния функции Грина с применением численных методов для по-
строения приближённых решений.

1. Крейн С.Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом
пространстве. М.: Наука, 1967.

2. Като Т. Теория возмущений линейных операторов. М.: Мир, 1972.

3. Рид М., Саймон Б. Методы современной математической физики.
Т. 4. Анализ операторов. М.: Мир, 1982.

4. Ерофеев В.И., Кажаев В.В., Семерикова Н.П. Волны в стержнях.
Дисперсия. Диссипация. Нелинейность. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002.
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Абсолютная асимптотическая устойчивость
дробно-дифференциального уравнения с

запаздыванием

М. В. Мулюков
Пермь, Пермский государственный национальный

исследовательский университет
e-mail: mulykoff@gmail.com

Рассматривается функционально-дифференциальное урав-
нение

(CDαx)(t) + ax(t) + bx(t− h) = 0, (1)

где a, b ∈ R, h > 0. При α ∈ (0; 1) численный анализ этого уравне-
ние рассматривался в [1]. В настоящей работе рассмотрен случай
α ∈ (1; 2). Символом CDα обозначена дробная производная по
Капуто:

(CDαx)(t) =
1

Г(2− α)

∫ t

0

ẍ(s)

(t− s)α−1
ds.

Для корректной постановки задачи Коши для уравнения (1) тре-
буется задать начальные значения x(0) = β, ẋ(0) = γ и началь-
ную функцию ψ = ψ(t) на интервале [−h, 0).
Определение 1. Уравнение (1) называется асимптотически
устойчивым, если lim

t→+∞
x(t) = 0 и lim

t→+∞
ẋ(t) = 0 для любых

вещественных β, γ и любой суммируемой функции ψ.

Заметим, что эквивалентное определение асимптотической
устойчивости можно сформулировать в терминах матрицы Коши
(см. [2]).

Определение 2. Уравнение (1) называется абсолютно асимп-
тотически устойчивым, если оно асимптотически устойчиво для
любого h > 0.

Теорема. Для того, чтобы уравнение (1) было асимптотически
устойчивым, необходимо и достаточно выполнения неравенства

a > |b| sin απ
2
.
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Доказательство. Применение преобразования Лапласа приво-
дит к характеристической функций:

F (z) = zα + a+ be−hz.

Как известно [1, 3], для того, чтобы уравнение (1) было
асимптотически устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы все
корни функции F лежали слева от мнимой оси.

Воспользуемся методом D-разбиения: подставим в F (z) = 0
корень на мнимой оси z = iϕ:

ϕαe
iπα
2 + a+ be−iϕ = 0.

Разделим вещественную и мнимую части последнего урав-
нения, получаем систему:





ϕα cos
(πα

2

)
+ a+ b cos(ϕh) = 0,

ϕα sin
(πα

2

)
+ b sin(ϕh) = 0.

(3)

Предварительно разрешив (2) относительно a и b и исклю-
чив h из (2), перепишем данную систему в эквивалентном виде
(3), (4):

−a
b
sin

απ

2
= sin

(
ϕh+

απ

2

)
, (3)

ϕ2α + pϕα + q = 0, (4)

где p = 2a cos(απ/2) и q = a2 − b2.
Рассмотрим (4) как квадратное уравнение относительно ϕα.

Его дискриминант равен D = 4b2 − 4a2 sin2(απ/2).
Разобьём плоскость (a, b) на три пересекающихся множе-

ства:
Ω1 =

{
(a, b) ∈ R

2 : a+ b ≤ 0
}
.

Ω2 =
{
(a, b) ∈ R

2 : a > |b| cosec απ
2

}
,

Ω3 =
{
(a, b) ∈ R

2 : b > 0, −b < a ≤ b cosec
απ

2

}
.

Рассмотрим четыре альтернативных случая.
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1) Пусть a + b ≤ 0. Тогда F (0) ≤ 0 и lim
z→+∞

F (z) = +∞ при

z ∈ R. Следовательно, функция F имеет положительный
вещественный корень.

2) Пусть |b| < |a| sin(απ/2). Тогда D < 0 и система (3) нераз-
решима в области Ω1, и, следовательно, количество корней
справа от мнимой оси остаётся постоянным.

3) Пусть b > |a|. Тогда q < 0, поэтому уравнение (4) имеет
ровно один положительный корень.

4) Пусть a > 0 и a sin(απ/2) ≥ b ≥ a. Тогда p < 0, поэтому
уравнение (4) имеет хотя бы один положительный корень.

Область Ω2 содержит точки b = 0, a > 0. Докажем, что для
таких точек все корни функции F лежат слева от мнимой оси:

F (z) = (zα/2 + i
√
a)(zα/2 − i

√
a). (5)

Известно [4], что все корни уравнения zδ + λ = 0, где 0 <
δ < 1, лежат слева от мнимой оси в том и только том случае
| arg λ| > πδ/2.

Для обоих множителей уравнения (5) это условие выполня-
ется: ∣∣arg(±i√a)

∣∣ = π

2
>
πα

4
.

В области Ω3 выполняеются условия 3) и 4). Обозначим че-
рез ϕ∗ положительный корень уравнения (4). Подставив ϕ = ϕ∗ в
уравнение (3), разрешим его относительно h— при этом значении
h функция F имеет корень ±iϕ∗.

Если (a, b) ∈ Ω1, то уравнение (1) при любых значениях h
не является асимптотически устойчивым,

Если (a, b) ∈ Ω2, то при любых значениях h > 0 уравне-
ние (1) асимптотически устойчиво,

Если (a, b) ∈ Ω3, то существует h, при котором уравне-
ние (1) не является асимптотически устойчивым.
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Примеры решения дифференциальных
уравнений, содержащих функцию

Хевисайда, δ-функцию Дирака и их
производные

О. А. Мыльцина, Д. Д. Шабанова

Саратов, Саратовский национальный исследовательский
государственный университет им. Н. Г. Чернышевского

e-mail: omyltcina@yandex.ru, shabanovadaria04@gmail.com

Решение дифференциальных уравнений, содержащих
функцию Хевисайда и ее производные, связано с трудностями
интегрирования произведений таких функций на аналитические.
В [1] описано несколько способов решения таких сингулярных
дифференциальных уравнений, при которых получаются замкну-
тые интегралы. В работе показан один из методов решения урав-
нений, при котором получается аналитическое решение.

Цель работы: показать аналитический метод решения диф-
ференциальных уравнений, содержащих функции Хевисайда и ее
производные.

Пример 1. Решить сингулярное дифференциальное урав-
нение

y′′ + k2yH(x− x1) = q. (1)

Здесь k, q — константы.
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Общий вид решения:

y = y1 + (y2 − y1)H(x1 − x2). (2)

Найдем производные 1-ого и 2-ого порядков в решении (2)
и подставим в (1). Получим:

y′′1 + (y′′2 − y′′1 )H + δ(x− x1)(y
′
2(x1)− y′1(x1))+

+δ′(x− x1)(y2(x1)− y1(x1)) + k2y2H(x− x1) = q. (3)

Из уравнения (3) получаем следующие дифференциальные урав-
нения: {

y′′1 = q,

y′′2 − y′′1 + k2y2 = 0,
(4)

и условия сопряжения:

{
y′2(x1) = y′1(x1),

y2(x1) = y1(x1).
(5)

Решение системы (4) имеет вид





y1 = C1x+ C2 +
qx2

2
,

y2 = D1 cos(kx) +D2 sin(kx) +
q

k2
.

(6)

Через условия сопряжения выразим константы C1 и C2 через D1

и D2. Из




C1 + qx1 = −D1k sin(kx1) +D2k cos(kx1),

C1x1 + C2 +
qx21
2

= D1 cos(kx1) +D2 sin(kx1) +
q

k2
,

получим

C1 = −D1k sin(kx1) +D2k cos(kx1)− qx1,

C2 = D1(cos(kx1) + kx1 sin(kx1))+ (7)

+D2(sin(kx1)− kx1 cos(kx1)) +
q

k2
+
qx21
2
.
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Решение (2) при виде (6) для y1 и y2 с коэффициентами (7) при-
мет вид:

y = D1

(
k sin(kx1)(x1 − x) + cos(kx1)+

+
(
cos(kx)− cos(kx1) + k sin(kx1)(x− x1)

)
H(x− x1)

)
+

+D2

(
sin(kx) + cos(kx1)(x− x1)+

+
(
sin(kx)− sin(kx1) + cos(kx1)(x1 − x)

)
H(x− x1)

)
.

Пример 2. Найти фундаментальную систему решений для
ДУ

y′′ + k2y + δ(x − x1)y +H(x− x2)y
′ = 0. (9)

Здесь x2 > x1. Общий вид решения:

y = y1 + (y2 − y1)H(x1 − x2) + (y3 − y2)H(x− x2). (10)

Найдем производные 1-го и 2-го порядков решения (10), подста-
вим в (9) и получим систему дифференциальных уравнений





y′′1 + k2y1 = 0,

y′′2 + k2y2 = 0,

y′′3 + y′3 + k2y3 = 0

(11)

и условия сопряжения:





y2(x1)− y1(x1) = 0,

y3(x2)− y2(x2) = 0.

y′3(x2)− y′2(x2) = 0,

y′2(x1)− y′1(x1) + y1(x1) = 0.

(12)

Решения системы (11) при k = 1 имеет вид:





y1 = A1 cos x+A2 sinx,

y2 = B1 cos x+B2 sinx,

y3 = C1e
−x

2 cos
(√

3x
2

)
+C2e

−x
2 cos

(√
3x
2

)
.

(13)
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Подставим в условия сопряжения (12) полученные выраже-
ния (13), произведем алгебраические преобразования и получим
представление коэффициентов Ai и Bi через Ci в виде

B1 = C1e
−x2

2

(
cos

√
3x2
2 cos x2 + sin

(
π
6 +

√
3x2
2

)
sinx2

)
+

+C2e
x2
2

(
sin

√
3x2
2 cos x2 + sin

(√
3x2
2 − π

3

)
sinx2

)
;

B2 = C1e
−x2

2

(
cos

√
3x2
2 sinx2 − sin

(
π
6+

√
3x2
2

)
cos x2

)
+

+C2e
x2
2

(
sin

√
3x2
2 sinx2 + sin

(√
3x2
2 − π

6

)
cos x2

)
; (14)

A1 = B1(1− cos x1 sinx1)−B2 sin
2 x1;

A2 = B1 cos
2 x1 +B2(1 + sinx1 cos x1).

Таким образом, подстановка (13) и (14) в решение (10) и со-
ответствующих преобразований приводит к аналитическому ре-
шению дифференциального уравнения.

В работах [2] и [3] приведены решения задач, при решении
которых появляются дифференциальные уравнения, содержащие
функции Хевисайда и ее производные.
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К вопросу о существовании периодических
решений для систем нелинейных

обыкновенных дифференциальных
уравнений

А. Н. Наимов
Вологда, ВоГУ

e-mail: naimovan@vogu35.ru

В работе исследован вопрос о существовании ω-периодичес-
ких решений для систем нелинейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений вида

x′ = Q(x, y), y′ = P (x, y)+f(t, x, y), t ∈ R, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 . (1)

Здесь R = (−∞,+∞), n1, n2 — натуральные числа, отобра-
жения Q : Rn1+n2 7→ Rn1 , P : Rn1+n2 7→ Rn2 , f : R1+n1+n2 7→ Rn2

непрерывны и при некоторых m > 1, ω > 0 удовлетворяют сле-
дующим условиям:
1) P (λy1, λy1) ≡ λmP (y1, y2) при всех λ > 0 (условие положитель-
ной однородности);
2) (|y1|+ |y2|)−m |Q(y1, y2)| → 0 при |y1|+ |y2| → ∞;
3) f(t+ ω, y1, y2) ≡ f(t, y1, y2);
4) (|y1|+ |y2|)−m max

t∈[0,ω]
|f(t, y1, y2)| → 0 при |y1|+ |y2| → ∞.

В системе уравнений (1) слагаемое P (x, y) считается главной
нелинейной частью, а f(t, x, y) — возмущение. Решение (x, y) ∈
C2(R: Rn1+n2) системы уравнений (1) называется ω-периодичес-
ким, если x(t+ ω) ≡ x(t), y(t+ ω) ≡ y(t).

К системе вида (1) приводятся, например, системы уравне-
ний с высшими производными

x(l) = Pl(x, x
′, . . . , x(l−1)) + g(t, x, x′, . . . , x(l−1)),

t ∈ R, x ∈ Rn, l ≥ 2,
(2)

в которых выделена главная положительно однородная нелиней-
ная часть Pl. В работах [1 – 3] исследованы априорная оценка и
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существование ω-периодических решений для систем уравнений
вида (2) при l = 2, учитывающие структуру множества нулей

O(P2) = {(y1, y2) : P2(y1, y2) = 0}

главной нелинейной части P2. В связи с этим представляется ак-
туальным обобщение результатов указанных работ применитель-
но к системе уравнений (1) с учетом структуры множества нулей
O(P ) главной нелинейной части P .

В настоящей работе система уравнений (1) исследована в
случае, когда O(P ) = {(0, 0)}. Найдены условия, обеспечивающие
априорную оценку ω-периодических решений при любом возму-
щении f . Априорной оценкой называется неравенство

max
t∈[0,ω]

(|x(t)|+ |y(t)|) < M, (3)

которое должно выполняться для всех ω-периодических решений
системы уравнений (1) с числом M , зависящим лишь от P , Q
и f . Доказано, что если выполнены условия априорной оценки,
то система уравнений (1) не при всех возмущениях f имеет ω-
периодические решения.

Наряду с условиями 1 – 4 рассмотрим условие
5) система уравнений z′ = P (x0, z), z ∈ Rn2 при любом фикси-
рованном x0 ∈ Rn1 не имеет ограниченных решений z(t) таких,
что

|x0|+ |z(t)| ≤ |x0|+ |z(0)| = 1, t ∈ R.

Из условия 5 следует, что O(P ) = {(0, 0)}. Следовательно,
в силу положительной однородности P и теоремы 4.2 [4, с. 20],
при любом фиксированном y1 ∈ Rn1 имеем γ(P (y1, ·)) = 0, где
γ(P (y1, ·)) — вращение (степень отображения) векторного поля
P (y1, ·) : Rn2 7→ Rn2 на сфере |y2| = 1 пространства Rn2 .

Условие 5 при n2 ≤ 2 равносильно условию
6) O(P ) = {(0, 0)} и система уравнений z′ = P (0, z), z ∈ Rn2 не
имеет ненулевых ограниченных решений.

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Если выполнены условия 1 – 5, то для ω-периодичес-
ких решений системы уравнений (1) верна априорная оценка (3).
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Теорема 2. Пусть выполнены условия 1, 2 и 5. Тогда при неко-
тором возмущении f0(y1, y2) и при всех µ ∈ (0, µ0) система урав-
нений

x′ = µmQ(µ−1x, µ−1y), y′ = P (x, y) + µmf0(µ
−1x, µ−1y), (4)

не имеет ω-периодических решений.

Теорема 3. Пусть в системе уравнений (2) главная нелинейная
часть Pl положительно однородна (порядка m > 1 ) и пусть
система уравнений

z′ = Pl

(
x01, . . . , x

0
l−1, z

)
, z ∈ Rn,

при любых фиксированных x01, . . . , x
0
l−1 ∈ Rn не имеет ограничен-

ных решений z(t), удовлетворяющих условию

|x01|+ . . .+ |x0l−1|+ |z(t)| ≤ |x01|+ . . .+ |x0l−1|+ |z(0)| = 1, t ∈ R.

Тогда система уравнений (2) не при всех возмущениях g имеет
ω-периодические решения.

Теорема 2 доказана по схеме работы [5, с. 716] с приме-
нением теоремы Хопфа [4, с. 24]. Доказательство теоремы 3 ос-
новано на теореме 2 и свойстве инвариантности существования
ω-периодических решений при непрерывном изменении главной
нелинейной части. В теореме 3 фактически доказана справедли-
вость теоремы 2 для системы уравнений (2) при любом µ > 0.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда,
проект № 23-21-00032.
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Моделирование трансформации
социобиофизических процессов

предикативными вычислительными
структурами

А.Ю. Переварюха
Санкт-Петербург, СПБ ФИЦ РАН

e-mail: madelf@rambler.ru

В докладе рассматривается задача развития методологии
моделирования на основе гибридных структур, включающих со-
бытийно реализуемые трансформации вычислительного аппара-
та, как параметрические изменения, так и формы нелинейности
функций в правых частях уравнений. Актуальность задачи связа-
на с современным аспектом, когда наблюдаемое непрерывное раз-
витие в реальных биосистемах и социуме процессов распростра-
нения колебаний (эпидемических или информационных волн) до-
статочно ограниченное во времени явление. Плавно протекающие
процессы в экодинамике, биофизике или информационном обще-
стве довольно редки и представляют скорее исключение. Гладкие
переходы, логистические кривые роста и гармонические циклы
на самом деле нельзя считать общим случаем развития социо-
биофизических процессов. Типичными при взаимодействии орга-
низмов и их среды являются процессы с изменениями: со стадий-
ностью, пороговыми состояниями и событийными переходными
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режимами [1]. Стадийное развитие с резкими переходами харак-
терно и для биофизики, например, стадии выработки иммунно-
го ответа, и для процессов на фондовых рынках, и для соци-
альных сетей со стремительным распространением информаци-
онных вбросов. Важна задача описания импульного возникнове-
ния и затухания флуктуаций. Сложные колебательные и аперио-
дические режимы возможно получить в одновидовых непрерыв-
ных моделях c включением нелинейной запаздывающей регуля-
ции dN/dt = rF (N(t−τ))−F(N(t−h), N(t)). Логистическое урав-
нение dN/dt = rN(t)(1−N(t)/K) c монотонным приближением к
порогу ниши ∀t, r,N(0) < K : N(t) 6 K, limt→∞N(r, t) = K акту-
ально для обобщения с целью моделирования сценариев регуляр-
ных колебаний, но не для пульсирующих вспышек и агрессивных
инвазий. Например, можно получить затухающий циклический
режим [2] в варианте уравнения с зависящей от плотности попу-
ляции обратной связью:

dN

dt
= rN(t)

(1−N(t− τ)

K
− θ

N(t)2

(E2 +N(t− τ1)2)
. (1)

Для описания динамики нерегулярных колебаний лабора-
торных насекомых при сосуществовании имаго и всех стадий ли-
чинок предложено уравнение со сосредоточенным запаздыванием
h и c постоянной смертностью q:

dN

d t
= rN(t− h) exp (−bN(t− h)) −N(t)q, r, b, q, τ > 0. (2)

B решении c ростом rh появляется цикл релаксационной формы
и при увеличении значений апериодическая динамика большой
амплитуды. Подобные уравнения сохраняют важный недостаток
для популяционных прогнозов:

∃ t̂, lim
t→t̂

minN∗(rh > B, t) = 0 + ǫ,

так как если минимумы цикла N∗(rh) стремятся к нулю, то дли-
тельный режим флуктуаций численности нереалистичен. При
небольших rh в (2) можно получить временное перенасыщение
со стабилизацией роста:

∃ t, r, h∀N(0) : N(t, rh) > K : lim
t→∞

N(rh, t) = K.
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Величина экологической ниши K нетождественна действу-
ющему уровню насыщения лабораторных условий K. C целью
моделирования ситуации появления адаптивного воздействия у
атакуемой вселенцем среды предложим модификацию модели с
−F (N(t−h)) и c действующим на биотическую среду порогом A:

dN

d t
= rN(t− h) exp (−bN(t− h)) − θN2(t− h)

(A−N(t− h))2
. (3)

Предложенная модификация описывает актуальную для инвазий
ситуацию — однократного прохождения состояния малой прибли-
жающейся к критическому порогу выживания численности. Кри-
зисные явления при инвазиях связаны со стремительно адаптив-
но возникшим ростом активного биотического противодействия,
что можно использовать для выработки мер подавления опас-
ных видов. Форма нелинейности в разных экологических ситу-
ациях должна быть разная. Для задач анализа инвазий логич-
но подбирать соответствующие ситуации функции F(N − l(h)),
чем менять и дополнять параметры модели. Свойства реальных
вспышек трудно описать даже моделями с F (N(t−h1), . . . , (N(t−
l(hj))). Запаздывающая регуляция — важное свойство многих
биофизических процессов, например, выработки иммунного от-
вета. Включение запаздывания xn+1 = ψ(xn)ϕ(xn−i) или xn+1 =

axn exp(−
m∑
i=0

bjxn−j) − qxn нарушает важный критерий из тео-

ремы Дж. Синжера о единственности ω-предельного множества
траектории унимодальной ψn(x0), но появление альтернативных
притягивающих циклов — динамический эффект в тонком диа-
пазоне параметров.

Для описания волн заражений COVID-19 с учетом эволю-
ции вируса и появления его новых штаммов мы развиваем спо-
соб усовершенствания вариантов поведения траектории модели
волн эпидемии COVID-19. В новой модели получен вариант раз-
рушения колебаний без необходимости дальнейшего увеличения
r, H = 1/3K:

dN

dt
= rN

(
1− N(t− τ × σ)

K

)
(H −N(t− γ)) , γ < τ. (4)

Модель была основана на нашей идее, что для механизмов кон-
троля имеет значение переход N(t − γ) через предкритический
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порог H. Величина H трактовалось как мягкое пороговое состо-
яние преднасыщения среды [3], когда при N(t) → H + ǫ попу-
ляция вселенца уже начинает разрушительно воздействовать на
среду. В сценарии на динамику инвазионного процесса оказыва-
ет влияние отклонения [H −N(t− γ)], притом величина откло-
нения может быть как положительной, так и отрицательной. В
иммунологической трактовке при такой вирусной нагрузке ор-
ганизм через небольшой интервал задержки сталкивается опас-
ными симптомами. Модель описала вычислительный сценарий с
выбросом траектории из окрестности цикла. После образования
колебаний при превышении значения в момент maxN∗(tmax; rτγ)
предельного для экосистемы уровня траектория N(t) → ∞ с оста-
новкой расчетов. B модели релаксационный цикл оказывается пе-
реходным режимом существования, а образование неограничен-
ной траектории оценено нами как катастрофическая динамика.
Включение запаздывания — удобный способ описания циклично-
сти в непрерывных моделях. Инвазионные процессы состоят из
нескольких стадий и вариативны, потому целесообразно вклю-
чать алгоритмически переопределяемые структуры в правых ча-
стях уравнений.
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Теоремы Эрмита и Данфорда в общем
случае
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Воронеж, Воронежский государственный университет
e-mail: anperov@mail.ru, ikostrub@yandex.ru

Основные понятия. Пусть B — комплексная банахова ал-
гебра, состоящая из линейных ограниченных операторов, дей-
ствующих в комплексном банаховом пространстве. Пусть n —
произвольное фиксированное натуральное число. Обозначим че-
рез Bn комплексное банахово пространство столбцов X с компо-
нентами X1,X2, . . . ,Xn из B и нормой ‖X‖ = max{‖Xj‖, 1 ≤ j ≤
n}. Обозначим через Bn×n комплексную банахову алгебру n×n-
матриц A = (Ajk), где Ajk из B (1 ≤ j, k ≤ n). Она изометриче-
ски изоморфна комплексной банаховой алгебре линейных огра-
ниченных операторов, действующих в Bn, причем норма в Bn×n

определяется как операторная ‖A‖ = sup {‖AX‖,X ∈ Bn, ‖X‖ ≤
1}. S(X) — спектр оператора X (непустое ограниченное замкну-
тое множество), E — единичный оператор.

Матрица Вандермонда. Пусть X1,X2, . . . ,Xn из B. По-
ставим им в соответствие матрицу из Bn×n

V(X1,X2, . . . ,Xn) =




E E . . . E
X1 X2 . . . Xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xn−1

1 Xn−1
2 . . . Xn−1

n


 ,

которую естественно назвать матрицей Вандермонда порядка n.
Для нас важно знать, когда эта матрица имеет обратную

V−1(X1,X2, . . . ,Xn) ≡ W =




W11 . . . W1n

W21 . . . W2n

. . . . . . . . . . . . . . . .
Wn1 . . . Wnn


 .

В дальнейшем важную роль играют коэффициенты

Wj ≡ Wjn, 1 ≤ j ≤ n.
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В рассматриваемом случае они являются обратимыми.
Мы скажем, что система X1,X2, . . . ,Xn лежит в общем

положении, если построенная по ней матрица Вандермонда яв-
ляется обратимой. Необходимое условие обратимости состоит в
том, что выполнено условие разделенности

(Xj −Xk)
−1 при j 6= k.

Это условие заведомо выполнено, если выполнено условие спек-
тральной разделенности

S(Xj) ∩ S(Xk) = ∅ при j 6= k, 1 ≤ j ≤ n.

Теорема Эрмита. Рассмотрим следующую формулу:

1

2πi

∫

∂σ

f(λ)(λn +P1λ
n−1 + . . .+Pn−1λ+Pn)

−1dλ =

n∑

j=1

f(Xj)Wj .

Здесь f(λ) – аналитическая функция, заданная на открытом мно-
жестве G комплексной плоскости C, X1,X2, . . . ,Xn — корни ал-
гебраического уравнения порядка n

Xn +P1X
n−1 + . . .+Pn−1X+Pn = 0,

при этом предполагается, что S(Xj) ⊂ G, 1 ≤ j ≤ n. Будем
считать, что система корней X1,X2, . . . ,Xn лежит в общем поло-
жении; Wj , 1 ≤ j ≤ n элементы последнего столбца матрицы W.
Функция f(X) определяется с помощью интеграла

f(X) =
1

2πi

∫

∂σ

f(λ)(λE−X)−1dλ (S(X) ⊂ G).

Введем понятие разделенной разности порядка n − 1 для
функции f(X), отвечающей системе узлов X1,X2, . . . ,Xn, ле-
жащей в общем положении:

∆n−1f(X)(X1,X2, . . . ,Xn) =

n∑

j=1

f(Xj)Wj.
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Поэтому изучаемая нами формула принимает вид

1

2πi

∫

∂σ

f(λ)(Eλn +P1λ
n−1 + . . . +Pn)

−1dλ =

= ∆n−1f(X)(X1,X2, . . . ,Xn).

Она соответствует теореме Эрмита, дающей интегральное
представление разделенной разности.

Теорема Данфорда. В условиях предыдущей теоремы
имеет место включение

S
(
∆n−1f(X)(X1,X2, . . . ,Xn)

)
⊆

⊆ ∆n−1f(λ) (S(X1), S(X2), . . . , S(Xn)) ≡

≡





n∑

j=1

f(λj)

(λj − λ1) . . . (λj − λj−1)(λj − λj+1) . . . (λj − λn)
:

λj ∈ S(Xj), 1 ≤ j ≤ n



 .

При этом предполагается, что корни X1,X2, . . . ,Xn спектрально
разделены.
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К вопросу о знакопостоянстве функции
Грина функционально-дифференциального
уравнения, заданного на геометрическом

графе

В.П. Плаксина
Пермь, ПНИПУ

e-mail: vpplaksina@list.ru

В предлагаемой работе обсуждаются условия знакоопреде-
ленности решения функционально-дифференциального уравне-
ния, заданного на геометрическом графе.

Рассмотрим систему Γ из n струн Aı̇Bı̇, ı̇ = 1, 2, . . . , n. Кон-
цы Aı̇ всех струн жестко закреплены, концы Bı̇ связаны между
собой. Пусть характеристики упругости каждой струны таковы,
что ее деформация определяется как решение дифференциаль-
ного уравнения ẍ+ Tx = f , где свойства оператора T будут при-
ведены ниже.

В монографии [1] доказано, что решение дифференциально-
го уравнения, заданного на геометрическом графе, соответству-
ющем системе струн Γ, может быть найдено с помощью инте-
грального оператора Грина, и приведены свойства функции Гри-
на. Условия знакопостоянства функции Грина получены с помо-
щью теоремы из работы [2].

Рассмотрим несвязное множество Θ =
n⋃

ı̇=1

[
aı̇, bı̇

]
, соответ-

ствующее системе связанных струн. Пусть параметр t ∈
[
aı̇, bı̇

]

определяет положение точки на струне Aı̇Bı̇, причем значение
t = aı̇ соответствует концу Aı̇ струны, t = bı̇ — концу Bı̇.

Тогда закрепленным концам будут соответствовать условия

x
(
aı̇
)
= 0, ı̇ = 1, 2, . . . , n; (1)

условия непрерывного соединения струн примут вид

x
(
bı̇
)
− x
(
b̇
)
= 0, ı̇, ̇ = 1, 2, . . . , n, ı̇ 6= ̇. (2)
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Кроме того, имеется условие связи

n∑

ı̇=1

ẋ
(
bı̇
)
= 0. (3)

Уравнения

ẍ(t) + (Tx)(t) = f(t), t ∈
[
aı̇, bı̇

]
, ı̇ = 1, 2, . . . , n, (4)

будем рассматривать как уравнения в пространствах W 2
[
aı̇, bı̇

]

абсолютно непрерывных вместе с первой производной функций
x :
[
aı̇, bı̇

]
→ R, имеющих суммируемую вторую производную.

Операторы T : W 2
[
aı̇, bı̇

]
→ L

[
aı̇, bı̇

]
вполне непрерывны; здесь

L
[
aı̇, bı̇

]
— пространство суммируемых на

[
aı̇, bı̇

]
функций.

Пусть W 2
(
Θ
)

– пространство абсолютно непрерывных вме-

сте с первой производной функций x : Θ → R, L
(
Θ
)

— простран-
ство суммируемых функций z : Θ → R.

Полуэффективные условия однозначной разрешимости за-
дачи (1) – (4) получены в работе [3].

Для получения эффективных условий рассмотрим вспомо-
гательное уравнение

ẍ(t) = z(t), t ∈ Θ, (5)

с краевыми условиями (1)–(3). Можно видеть, что задача (5),
(1)–(3) однозначно разрешима и ее решение имеет вид x(t) =(
Λz
)
(t) ≡

∫
Θ

Λ(t, s)z(s) ds, функция Λ(t, s) линейна по t и линейна

по s при t ∈
[
aı̇, bı̇

]
, s ∈

[
a̇, b̇

]
, ı̇, ̇ = 1, 2 . . . , n.

Применим оператор Λ к обеим частям равенств (4). Полу-
чим эквивалентное уравнение x−Ax = Λf .

С помощью оценки нормы оператора A = ΛT доказывается

Лемма. Пусть
∥∥T
∥∥
L
(
Θ
) < 1

2

(
n∑

ı̇=1

(
bı̇ − aı̇

))−1 n∑
ı̇=1

1

bı̇ − aı̇
. Тогда

задача (1) – (4) однозначно разрешима при любой правой части
f ∈ L

(
Θ
)
.
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Пусть
(
Gf
)
(t) =

∫
Θ

G(t, s)f(s) ds — оператор Грина зада-

чи (1) – (4).
Рассмотрим W 2

s

(
Θ
)

— пространство абсолютно непрерыв-
ных функций x : Θ → R, производная которых абсолютно непре-
рывна при t ∈ Θ\

{
s
}
; в точке s ∈ Θ, s 6= aı̇, s 6= bı̇, ı̇ = 1, 2, . . . , n,

производная ẏ функций y ∈ W 2
s

(
Θ
)

может терпеть разрыв пер-

вого рода; ÿ ∈ L
(
Θ
)
. Функция Грина G(t, s) задачи (1) – (4) при

фиксированном s ∈ Θ принадлежит пространству W 2
s

(
Θ
)
. Со-

гласно теореме 2.2 [2, с. 140] можно показать, что функция G(·, s)
не обращается в 0 на интервалах

(
aı̇, bı̇

)
, ı̇ = 1, 2, . . . , n, тогда

и только тогда, когда при всех τ ∈
(
aı̇, bı̇

)
, s ∈

(
a̇, b̇

)
, ı̇, ̇ =

1, 2, . . . , n, в пространстве W 2
s

(
Θ
)

задача

ÿ(t) +
(
Tsy
)
(t) = 0, t ∈

[
aı̇, bı̇

]
, ı̇ = 1, 2, . . . , n; (6)

y
(
aı̇
)
= 0, ı̇ = 1, 2, . . . , n; (7)

y
(
bı̇
)
− y
(
b̇
)
= 0, ı̇, ̇ = 1, 2, . . . , n, ı̇ 6= ̇; (8)

n∑

ı̇=1

ẏ
(
bı̇
)
= 0; y(τ) = 0 (9)

имеет только тривиальное решение.
Здесь Ts : W

2
s

(
Θ
)
→ L

(
Θ
)

— вполне непрерывное распро-

странение оператора T : W 2
(
Θ
)
→ L

(
Θ
)

на пространство W 2
s

(
Θ
)
.

Для краткости условия однозначной разрешимости зада-
чи (6) – (9) приведем для случая, когда длины отрезков

[
aı̇, bı̇

]

постоянны и равны δ.

Теорема. Пусть задача (1) – (4) однозначно разрешима и выпол-

нено неравенство
∥∥T
∥∥
L
(
Θ
) < 2

(n+ 2)δ2
. Тогда функция Грина за-

дачи (1) – (4) сохраняет знак на
n⋃

ı̇=1

(
aı̇, bı̇

)
.
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О разрешимости одного сингулярного
уравнения второго порядка

И. М. Плаксина
Пермь, ПНИПУ
e-mail: impl@list.ru

В работе получены условия разрешимости линейного син-
гулярного функционально-дифференциального уравнения

(
Lx
)
(t) ≡ ẍ(t) +

m

t2
x(t) + (Tx)(t) = f(t), t ∈ [0,∞) (1)

на пространстве W 2,p
0 . Здесь f ∈ Lp; оператор T : W 2,p

0 → Lp лине-

ен и вполне непрерывен; W 2,p
0 — пространство абсолютно непре-

рывных вместе с первой производной функций x : [0,∞) → R,
таких что ẍ ∈ Lp и x(0) = ẋ(0) = 0, с нормой

∥∥x
∥∥
W 2,p

0
=
∥∥ẍ
∥∥
Lp ;

∥∥z
∥∥p
Lp ≡

∞∫
0

∣∣z(t)
∣∣p dt < ∞; 1 < p < ∞; p′ =

p

p− 1
— сопряженный

к p индекс; m ∈ R, m 6= m0 ≡ − 1

p′
− 1

(p′)2
.
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Пространства W 2,p
0 и Lp изоморфны. Изоморфизм опреде-

ляется равенствами

z(t) =
(
δx
)
(t) ≡ ẍ(t), x(t) =

(
Λz
)
(t) ≡

t∫

0

(t− s)z(s) ds. (2)

Рассмотрим вспомогательные операторы L0 : W
2,p
0 → Lp

и M0 : L
p → Lp вида

(
L0x

)
(t) = ẍ(t) +

m

t2
x(t), M0 = I +m

(
A0 −A1

)
.

Здесь I – тождественный оператор, обобщенный оператор Чезаро

Aα : L
p → Lp определяется равенством

(
Aαz

)
(t) =

t∫
0

sα

tα+1
z(s) ds

при α > − 1

p′
и
(
Aαz

)
(t) = −

∞∫
t

sα

tα+1
z(s) ds при α < − 1

p′
. При

α = − 1

p′
оператор Aα не действует в пространство Lp. Оператор

Aα : L
p → Lp не обладает свойством полной непрерывности, но

ограничен,
∥∥Aα

∥∥
Lp→Lp 6

∣∣∣∣∣

(
α+

1

p′

)−1
∣∣∣∣∣.

Лемма 1. Оператор M0 обратим, и M−1
0 = I+k1B, где k1 =

m

b
,

B = A(1+b)/2 − A(1−b)/2, b =
√
1− 4m при m 6= 1

4
; k1 = −1

4
,

(
Bz
)
(t) =

t∫
0

√
s

t3
z(s) ln

t

s
ds при m =

1

4
.

Действительно, при α 6= β имеет место равенство AαAβ =

AβAα =
1

α− β

(
Aβ − Aα

)
, доказанное в статье [1] для случая

α, β > − 1

p′
и аналогично доказываемое для случая α > − 1

p′
,

β < − 1

p′
.
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Замечание 1. При m >
1

4
после преобразований получаем k1 =

− 2m

Im b
,
(
Bz
)
(t) =

t∫
0

√
s

t3
sin

(
Im b

2
ln
t

s

)
z(s) ds.

Лемма 2. Для правого обратного оператора к оператору L0

справедливо представление
(
L−1
0,rz
)
(t) = k2t

2
(
Bz
)
(t), где k2 = −1

b

при m <
1

4
; k2 = 1 при m =

1

4
; k2 =

2

Im b
при m >

1

4
.

Лемма 3. Оператор B изотонен при m < m0, m =
1

4
; антито-

нен при m0 < m <
1

4
.

Лемма 4. Справедлива оценка
∥∥B
∥∥ 6 B, где

B =

∣∣∣∣
3 + b

2
− 1

p

∣∣∣∣
−1

+

∣∣∣∣
3− b

2
− 1

p

∣∣∣∣
−1

при m <
1

4
; B =

(
3

2
− 1

p

)−2

при m =
1

4
; B =

(
3

2
− 1

p

)−1

при

m >
1

4
.

Оценка нормы оператора Aα : L
p → Lp и величина B вычис-

ляются с помощью теста Шура [2, с. 33; 3] при пробных функциях

u(t) = t−1/p′ , v(s) = s−1/p.

Теорема. Пусть
∥∥T
∥∥ <

(
1 +

∣∣k1
∣∣B
)−1

. Тогда уравнение (1) од-

нозначно разрешимо при любой правой части.

Пусть функция r(t, s) измерима в первом квадранте; при
каждом s ∈ [0,∞) функция r(·, s) как функция первого аргумен-
та принадлежит пространству Lp; при каждом t ∈ [0,∞) функ-
ция r(t, ·) имеет ограниченную вариацию на [0,∞); полная вари-
ация var∞s=0r(·, s) по второму аргументу суммируема со степенью

p; lim
s→∞

r(t, s) ≡ 0. Определим оператор Tr : W
2,p
0 → Lp равенством

(
Trx
)
(t) =

∞∫
0

x(s) dsr(t, s).
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Пусть, далее, функция q(t) принадлежит пространству Lp;

функция h(t) измерима; xh(t) =

{
x
[
h(t)

]
, если h(t) > 0,

0, если h(t) < 0.
Опре-

делим оператор Tq : W
2,p
0 → Lp равенством

(
Tqx
)
(t) = q(t)xh(t).

Также определим функцию σh(t) = θ
[
h(t)

]
, где θ — функция Хе-

висайда.

Замечание 2. Оператор Tq является [4, с. 58] частным случаем
оператора Tr при r(t, s) = q(t)χh(t, s), где χh(t, s) — характеристи-
ческая функция множества

{
(t, s) ∈ [0,∞)×[0,∞) : 0 6 h(t) 6 s

}
.

Следствие 1. Пусть оператор T содержит сосредоточенное

отклонение: T = Tq. Пусть, далее,
∥∥qσh

∥∥
Lp <

(
1 +

∣∣k1
∣∣B
)−1

.

Тогда уравнение (1) однозначно разрешимо при любой правой ча-
сти.

Следствие 2. Пусть оператор T содержит распределенное от-

клонение: T = Tr. Пусть, далее,
∥∥var∞s=0r(·, s)

∥∥
Lp <

(
1+
∣∣k1
∣∣B
)−1

.

Тогда уравнение (1) однозначно разрешимо при любой правой ча-
сти.
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Об экспоненциальной устойчивости
линейных функциональных уравнений с

запаздыванием

И.Ю. Постаногова
Пермь, Пермский национальный исследовательский

политехнический университет
e-mail: ipostanogova@psu.ru

Пусть N – множество натуральных, R – вещественных, C –
комплексных чисел, N0 = N ∪ {0}, R+ = [0,+∞). Через Lp (E)
и L∞ (E) будем обозначать соответственно лебеговы простран-
ства суммируемых со степенью p и ограниченных в существенном
функций, заданных на множестве E, с естественными нормами.
Если E = R+, для сокращения записи будет писать просто Lp

или L∞.
Пусть I — тождественный оператор, Sh — оператор сдвига

на число h > 0, S — оператор внутренней суперпозиции, действу-
ющий на пространстве кусочно-непрерывных функций, опреде-
ляемые формулами [1]

S =
K∑

k=1

akShk
; (Shy)(t) =

{
y(t− h), t ≥ h;

0; t < h,

где ak ∈ R.
Рассмотрим функциональное уравнение

(I − S) y = f, (1)

где функция f предполагается суммируемой на каждом конеч-
ном отрезке. Из определения оператора S следует, что решение
уравнения (1) существует и единственно при любой локально сум-
мируемой функции f .

Наряду с уравнением (1) рассмотрим функциональное
уравнение

y(t) =

K∑

k=1

aky (t− hk), t ∈ R+. (2)
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При отрицательных значениях t решение доопределяется
начальной функцией ϕ ∈ L∞([−hK , 0]). Уравнение (2) приводит-

ся к операторному виду (1), если положить f(t) =
K∑
k=1

akϕ(t− hk).

Определение 1. Уравнение (2) называется экспоненциально
устойчивым, если существуют такие константы M,γ > 0, что
при любой начальной функции ϕ ∈ L∞([−hK , 0]) и любом t ∈ R+

для его решения y справедлива оценка |y(t)| ≤Me−γt‖ϕ‖.
Назовём характеристическим уравнение

1−
K∑

k=1

ake
−hkp = 0, p ∈ C. (3)

Обозначим через y0 решение уравнения ((I−S)y)(t) = θ(t),
где θ(t) — функция Хевисайда.

Теорема 1. Для любой локально суммируемой функции f реше-
ние уравнения (1) представимо в виде

y(t) =
∑

ts≤t

f (ts) (y0 (t− ts + 0)− y0 (t− ts − 0)) ,

где суммирование проводится по всем таким точкам ts, что
t− ts является точкой разрыва функции y0.

Теорема 2. Если корни уравнения (3) лежат слева от мнимой
оси и отделены от неё, то существуют такие положительные
числа M,γ и многочлен P (t), что для функции y0 и её вариации
на любом отрезке длины hK справедливы оценки
∣∣∣∣∣y0(t)−

1

1−∑K
k=1 ak

∣∣∣∣∣ ≤Me−γt, V t
t−hK

[y0] ≤ P (t)e−γt, t ∈ R+.

(4)

Теорема 3. Следующие утверждения эквивалентны.

1. Оператор I − S имеет в пространстве Lp хотя бы при
одном 1 ≤ p ≤ ∞ ограниченный обратный.
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2. Оператор I−S имеет в пространстве Lp при всех 1 ≤ p ≤
∞ ограниченный обратный.

3. Все корни уравнения (3) лежат слева от мнимой оси и
отделены от неё.

4. Для функции y0 справедливы оценки (4).

5. Уравнение (2) экспоненциально устойчиво.

6. Для любой ограниченной в существенном правой части f ∈
L∞ решение уравнения (1) также ограничено в существен-
ном: y ∈ L∞.

Для некоторых классов функциональных уравнений можно
получить эффективные критерии проверки условий теоремы 3.
Для кратных запаздываний справедливо следующее утвержде-
ние, вытекающее из теоремы 3 и критерия Шура–Кона [2, 3].

Следствие 1. Пусть в операторе S запаздывания соизмеримы:
hk = k, k = 1, . . . ,K. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны между собой и эквивалентны любому из утверждений
теоремы 3.

1. Уравнение y(t) −∑K
k=1 aky(t− k) = 0, t > 0, с начальной

функцией y(t) = ϕ(t), t ∈ [−K, 0), экспоненциально устой-
чиво.

2. Уравнение yn =
∑K

k=1 akyn−k, n ∈ N, с начальными услови-
ями y−1, . . . , y−K экспоненциально устойчиво.

3. Все корни многочлена 1 −
K∑
k=1

akz
k лежат вне единичного

круга.

Определение 2. Числа h1, h2, . . . , hK называются линейно неза-
висимыми (относительно целых чисел), если равенство l1h1 +
l2h2 + . . . + lKhK = 0, где l1, l2, . . . , lK ∈ Z, возможно лишь при
l1 = l2 = . . . = lK = 0.

Следствие 2 ([4]). Пусть запаздывания hk в операторе S ли-
нейно независимы. Тогда любое из утверждений теоремы 3 эк-

вивалентно условию
K∑
k=1

|ak| < 1.
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О бэровском классе слабых показателей
колеблемости корней и гиперкратных

корней

В.А. Похачевский, В.В. Быков

Москва, Московский гос. университет им. М.В. Ломоносова
e-mail: pokhachevskiy@gmail.com, vvbykov@gmail.com

Наряду с оценками роста решений дифференциальных
уравнений и систем, их колебательные свойства представляют
большой интерес.

Для заданного числа t > 0 обозначим через νκ(y, t) в зави-
симости от значения κ количество у функции y на полуинтервале
[0, t): смен знака, если κ = −; нулей, если κ = 0; корней (т.е. ну-
лей с учетом их кратности), если κ = +; гиперкратных корней,
если κ = ∗. В последнем случае простой нуль функции y учиты-
вается один раз, а кратный — бесконечно много раз, независимо
от его кратности. Напомним [1] следующее

Определение 1. Верхняя (нижняя) частота Сергеева знаков,
нулей, корней или гиперкорней скалярной функции y : R+ → R —
это величина ν̂κ[y] = lim

t→+∞
π
t ν

κ(y, t) (ν̌κ[y] = lim
t→+∞

π
t ν

κ(y, t)), при

κ = −, 0,+, ∗ соответственно.
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Обобщение понятия частоты на случай вектор-функции да-
но в [2].

Определение 2. Слабый верхний (нижний) показатель колеб-
лемости знаков, нулей, корней или гиперкорней вектор-функции
x : R+ → R

n — это величина

ν̂κ◦ [x] = lim
t→+∞

inf
a∈Rn

∗

π

t
νκ(〈x, a〉, t) (ν̌κ◦ [x] = lim

t→+∞
inf
a∈Rn

∗

π

t
νκ(〈x, a〉, t)),

при κ = −, 0,+, ∗ соответственно, где 〈·, ·〉 — скалярное произ-
ведение, а звездочка в нижнем индексе обозначает выкалывание
нуля.

Для заданного n ∈ N обозначим через M̃n множество си-
стем

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R+, (1)

с непрерывными коэффициентами и компактно-открытой топо-

логией. Через Ẽn будем обозначать подмножество M̃n, состоящее
из систем, соответствующих линейным однородным уравнениям
n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+.

И.Н. Сергеев установил [3], что наименьшая верхняя ча-

стота знаков уравнения a ∈ Ẽn, задаваемая равенством ω1(a) =

infy∈S∗(a) ν̂
−[y], a ∈ Ẽn, где S∗(A) — множество ненулевых реше-

ний системы A, принадлежит второму классу Бэра. В [4, 5] часто-
ты Сергеева рассматриваются как функционалы на декартовом

произведении пространства уравнений Ẽn и пространства R
n
∗ на-

чальных условий. Показано, что нижние частоты знаков и нулей
и верхние частоты корней и нулей принадлежат третьему клас-
су Бэра, а нижняя частота корней и верхняя частота знаков —
второму.

И.Н. Сергеев также доказал [6], что наибольший нижний

показатель колеблемости гиперкорней ζ̂∗(A) ≡ supx∈S∗(A) ν̌
∗
◦ [x],

A ∈ M̃n, принадлежит в точности второму классу Бэра.
Вопрос о классификации по Бэру других характеристик ко-

леблемости решений линейных дифференциальных уравнений и
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систем до сих пор оставался открытым. В нашем докладе приве-
дены некоторые результаты в этом направлении.

Пусть M и N — классы подмножеств метрического про-
странства M . Скажем [7, с. 223–224], что функция f : M → R

принадлежит классу (M,∗ ) (или (∗,N )), если для любого r ∈
R выполняется включение f−1((r,+∞]) ∈ M (соответственно,
f−1([r,+∞]) ∈ N ). Напомним, что Fσ обозначает класс всех счет-
ных объединений замкнутых множеств, а Fσδ — класс счетных
пересечений множеств из класса Fσ. Кроме того, будем обозна-
чать через XA(·, ·) оператор Коши системы A.

Теорема 1. Для любого n ≥ 2 справедливы следующие утвер-
ждения:
1) функционал (A, ξ) 7→ ν̌∗◦ [XA(·, 0)ξ], действующий из M̃n×R

n
∗ в

R, принадлежит классу (Fσ,
∗ ), а значит, второму классу Бэра;

2) функционал (A, ξ) 7→ ν̂∗◦ [XA(·, 0)ξ], действующий из M̃n × R
n
∗

в R, принадлежит классу (∗, Fσδ), а значит, третьему классу
Бэра.

Следствие 1. Для любой системы A ∈ M̃n ее спектры слабых
показателей колеблемости гиперкорней — множества

{ν̌∗◦ [XA(·, 0)ξ] : ξ ∈ R
n
∗} и {ν̂∗◦ [XA(·, 0)ξ] : ξ ∈ R

n
∗}

— являются суслинскими подмножествами R.

Обозначим через C∞M̃n множество систем (1) с бесконечно
дифференцируемыми коэффициентами и метрикой

ρ(A,B) =
∞∑

k=0

2−k sup
t∈R+

min
{
|A(k)(t)−B(k)(t)|, (t+ 1)−1

}
.

Теорема 2. Для любого n ≥ 2 справедливы следующие утвер-
ждения:
1) функционал (A, ξ) 7→ ν̌+◦ [(XA(·, 0)ξ], действующий из C∞M̃n×
R
n
∗ в R, принадлежит классу (Fσ ,

∗ ), а значит, второму классу
Бэра;
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2) функционал (A, ξ) 7→ ν̂+◦ [XA(·, 0)ξ], действующий из C∞M̃n ×
R
n
∗ в R, принадлежит классу (∗, Fσδ), а значит, третьему клас-

су Бэра;

3) функционал A 7→ supx∈S∗(A) ν̌
+
◦ [x], действующий из C∞M̃n в

R, принадлежит классу (Fσ,
∗ ), а значит, второму классу Бэра.

Следствие 2. Для любой системы A ∈ C∞M̃n ее спектры сла-
бых показателей колеблемости корней, т. е. множества

{ν̌+◦ [XA(·, 0)ξ] : ξ ∈ R
n
∗} и {ν̂+◦ [XA(·, 0)ξ] : ξ ∈ R

n
∗}

являются суслинскими подмножествами R.

Исследование второго автора выполнено при финансовой поддержке

Министерства науки и высшего образования РФ в рамках государственного

задания № 075-03-2024-074/5 по проекту «Исследование асимптотических ха-

рактеристик колеблемости дифференциальных уравнений и систем, а также

оптимизационных методов».
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Конструктивный анализ периодической
краевой задачи для возмущённой системы

матричных уравнений Риккати
(левосторонняя регуляризация)

Д.В. Роголев
Могилёв, Белорусско-Российский университет

e-mail: d-rogolev@tut.by

Исследуется краевая задача

dX

dt
= G1(t,X, Y ), (1)

dY

dt
= G2(t,X, Y ), (2)

X(0) = X(ω), Y (0) = Y (ω), (3)

где

G1(t,X, Y ) = A1(t)X+XB1(t)+X(S1(t)X+S2(t)Y )+F1(t,X, Y ),

G2(t,X, Y ) = A2(t)Y +Y B2(t)+Y (P1(t)X + P2(t)Y ) + F2(t,X, Y ),

t ∈ I, I = [0, ω], ω > 0; X(t), Y (t) ∈ R
n×n, матрицы Ai(t), Bi(t),

Si(t), Pi(t) (i = 1, 2) определены и непрерывны на промежутке I;
Fi(t,X, Y ) ∈ C (D,Rn×n) , где

D = {(t,X, Y ) : t ∈ I, ‖X‖ 6 ρ1, ‖Y ‖ 6 ρ2} .

Предполагается также, что функции Fi(t,X, Y ) удовлетворяют
относительно X,Y в области D условию Липшица (локально),
F1(t, 0, 0) 6≡ 0 либо F2(t, 0, 0) 6≡ 0.

Обозначения:

Ãi(ω) =
∫ ω
0 Ai(τ)dτ , γi =

∥∥∥Ã−1
i (ω)

∥∥∥ , αi = max
t

‖Ai(t)‖ ,
βi = max

t
‖Bi(t)‖ , δi = max

t
‖Si(t)‖ , µi = max

t
‖Pi(t)‖ ,

hi = max
t

‖Fi(t, 0, 0)‖ , ‖T‖C = max
t

‖T (t)‖ ,

158



q11 = γ1
[
0,5α1 (α1 + β1 + L1 + 2δ1ρ1 + δ2ρ2)ω

2+

+ (β1 + L1 + 2δ1ρ1 + δ2ρ2)ω
]
,

q12 = γ1 (L2 + δ2ρ1) (0,5α1ω + 1)ω,
q21 = γ2 (K1 + µ1ρ2) (0,5α2ω + 1)ω,

q22 = γ2
[
0,5α2 (α2 + β2 +K2 + µ1ρ1 + 2µ2ρ2)ω

2+

+ (β2 +K2 + µ1ρ1 + 2µ2ρ2)ω
]
,

где t ∈ I, ρ1, ρ2 > 0, ‖ · ‖ – согласованная норма матриц (‖ST‖ 6
‖S‖ · ‖T‖), Li = Li(ρ1, ρ2),Ki = Ki(ρ1, ρ2) – постоянные Липшица
соответственно для функций F1(t,X, Y ), F2(t,X, Y ) в области

D̃ = {(X,Y ) : ‖X‖ 6 ρ1, ‖Y ‖ 6 ρ2} .

Задача (1) – (3) рассматривается в конечномерной банахо-
вой алгебре B(n) непрерывных матриц-функций с нормой

‖T‖C = max
t

‖T (t)‖ , T ∈ C
(
I,Rn×n

)
.

В случае, когда коэффициенты в (1), (2) постоянные, получим
систему типа [1], играющую важную роль в теории управления.

Данная работа является обобщением и развитием [2, 3].

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det Ãi(ω) 6= 0 (i = 1, 2),
2) справедливы неравенства

γ1
{
0, 5α1

[
(α1 + β1 + L1) ρ1 + L2ρ2 + δ1ρ

2
1 + δ2ρ1ρ2 + h1

]
ω2+

+
[
(β1 + L1)ρ1 + L2ρ2 + δ1ρ

2
1 + δ2ρ1ρ2 + h1

]
ω
}
6 ρ1,

γ2
{
0,5α2

[
K1ρ1 + (α2 + β2 +K2) ρ2 + µ2ρ

2
2 + µ1ρ1ρ2 + h2

]
ω2+

+
[
K1ρ1 + (β2 +K2)ρ2 + µ2ρ

2
2 + µ1ρ1ρ2 + h2

]
ω
}
6 ρ2,

3) q11 < 1, det(E −A) > 0, где E = diag(1, 1), A = (qij).
Тогда задача (1) – (3) однозначно разрешима в области D.

С помощью метода регуляризации [4] установлено, что за-
дача (1) – (3) эквивалентна интегральной задаче
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X(t) = Ã−1
1 (ω)

{∫ t

0

(∫ τ

0
A1(σ)dσ

)
G1 (τ,X(τ), Y (τ)) dτ −

−
∫ ω

t

(∫ ω

τ
A1(σ)dσ

)
G1 (τ,X(τ), Y (τ)) dτ−

−
∫ ω

0
[G1 (τ,X(τ), Y (τ))−A1(τ)X(τ)] dτ

}
, (4)

Y (t) = Ã−1
2 (ω)

{∫ t

0

(∫ τ

0
A2(σ)dσ

)
G2 (τ,X(τ), Y (τ)) dτ −

−
∫ ω

t

(∫ ω

τ
A2(σ)dσ

)
G2 (τ,X(τ), Y (τ)) dτ−

−
∫ ω

0
[G2 (τ,X(τ), Y (τ))−A2(τ)Y (τ)] dτ

}
. (5)

Показано, что из условий 2 – 3 теоремы следует выполне-
ние модификации [4] обобщённого принципа Каччопполи–Банаха

сжимающих отображений на множестве D̃. На основании этого
сделан вывод, что решение X = X(t), Y = Y (t) интегральной

задачи (4) – (5) на множестве D̃ существует и единственно, а это
означает, что задача (1) – (3) однозначно разрешима в области D.

Для построения решения данной задачи разработан алго-
ритм

Xk(t) = Ã−1
1 (ω)

{∫ t

0

(∫ τ

0
A1(σ)dσ

)
G1 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ −

−
∫ ω

t

(∫ ω

τ
A1(σ)dσ

)
G1 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ−

−
∫ ω

0
[G1 (τ,Xk(τ), Yk(τ))−A1(τ)Xk(τ)] dτ

}
, (6)

Yk(t) = Ã−1
2 (ω)

{∫ t

0

(∫ τ

0
A2(σ)dσ

)
G2 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ −
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−
∫ ω

t

(∫ ω

τ
A2(σ)dσ

)
G2 (τ,Xk−1(τ), Yk−1(τ)) dτ−

−
∫ ω

0
[G2 (τ,Xk(τ), Yk(τ)) −A2(τ)Yk(τ)] dτ

}
, k = 1, 2, . . . , (7)

при этом в качестве начального приближения X0, Y0 приняты по-
стоянные матрицы, определяемые из соответствующих условий
периодичности решений X1(t), Y1(t), то есть из системы

C1 = −Ã−1
1 (ω)

∫ ω

0
[C1B1(τ) + C1 (S1(τ)C1 + S2(τ)C2) +

+ F1(τ, C1, C2)] dτ,

C2 = −Ã−1
2 (ω)

∫ ω

0
[C2B2(τ) + C2 (P1(τ)C1 + P2(τ)C2)

+ F2(τ, C1, C2)] dτ,

которая однозначно разрешима на множестве D̃.
Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алго-

ритма (6), (7).
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Об экспоненциальной устойчивости
решений линейных дифференциальных

уравнений с последействием

Т. Л. Сабатулина
Пермь, Пермский национальный исследовательский

политехнический университет
e-mail: tlsabatulina@list.ru

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

ẋ(t) +

∫ ω

0
x(t− s) dq(s) = (Tx)(t) + f(t), t ∈ R+, (1)

где q : [0, ω] → R — функция ограниченной вариации, q(0) =
0, интеграл понимаем в смысле Римана–Стилтьеса, оператор T
предполагаем линейным, изотонным, вольтерровым и на каж-
дом конечном отрезке действующим из пространства непрерыв-
ных функций в пространство локально суммириуемых функ-
ций, функция f локально суммируема. Запись дифференциаль-
ного уравнения в виде (1) с использованием интеграла Римана–
Стилтьеса включает в себя уравнения с разными видами после-
действия, например, уравнения с сосредоточенным запаздывани-
ем и уравнения с распределённым запаздыванием.

Под решением уравнения (1) будем понимать локально аб-
солютно непрерывную функцию, удовлетворяющую этому урав-
нению почти всюду.

Как показано в [1], решение уравнения (1) с заданным на-
чальным условием x(0) существует, единственно и имеет пред-
ставление:

x(t) = C(t, 0)x(0) +

∫ t

0
C(t, s)f(s) ds. (2)

Функция C называется функцией Коши. Из (2) следует, что по-
ведение любого решения полностью определяется свойствами
функции Коши.
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Определение. Уравнение (1) экспоненциально устойчиво, если
при некоторых положительных N и γ для любого t и почти всех
s таких, что t > s > 0, справедлива оценка

|C(t, s)| 6 Ne−γ(t−s).

Уравнение, которое определяется левой частью (1)

ẋ(t) +

∫ ω

0
x(t− s) dq(s) = 0, t ∈ R+, (3)

назовём уравнением сравнения. Для фундаментальных решений
уравнений вида (3) в работах [2, 3] были получены точные двусто-
ронние оценки. Приведём здесь эти результаты. Через x0 = x0(t)
будем обозначать фундаментальное решение уравнения (3).

Рассмотрим уравнение

ẋ(t) + ax(t) +

∫ ω

0
x(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R+, (4)

где a ∈ R, ω > 0, r — функция ограниченной вариации, r(0) = 0.
Характеристическая функция уравнения (4) имеет вид

F (λ) = λ+ a+

∫ ω

0
e−λs dr(s), λ ∈ C.

В случаях, когда r монотонна, для фундаментального ре-
шения уравнения (4) удаётся получить двустороннюю экспонен-
циальную оценку.

Теорема 1 ([2]). Если в уравнении (4) функция r неубывающая, а
для характеристической функции при некотором вещественном
ζ > 0 выполнены условия F (−ζ) = 0, F ′(−ζ) > 0, то фундамен-
тальное решение уравнения (4) имеет двустороннюю оценку

e−ζt 6 x0(t) 6
1

F ′(−ζ)e
−ζt, t > 0, (5)

и, кроме того, lim
t→∞

x0(t)e
ζt = 1

F ′(−ζ) .
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Теорема 2 ([2]). Если в уравнении (4) функция r невозрастаю-
щая и при некотором вещественном ζ > 0 справедливо равен-
ство F (−ζ) = 0, то фундаментальное решение уравнения (4)
имеет двустороннюю оценку

me−ζt 6 x0(t) 6 e−ζt, t ∈ R+, (6)

и, кроме того, lim
t→∞

x0(t)e
ζt = 1

F ′(−ζ) .

Рассмотрим уравнение

ẋ(t)−
∫ h

0
x(t− s) dr1(s)+

∫ ω

h
x(t− s) dr2(s) = f(t), t ∈ R+, (7)

где 0 6 h 6 τ , функции r1 : [0, h] → R+ и r2 : [h, ω] → R+ не
убывают, r1(0) = r2(h) = 0. Характеристическая функция урав-
нения (7) имеет вид

F (λ) = λ−
∫ h

0
e−λs dr1(s) +

∫ ω

h
e−λs dr2(s), λ ∈ C.

Теорема 3 ([3]). Пусть −ζ — наибольший вещественный корень
функции F , ζ > 0 и F ′(−ζ) 6= 0. Тогда фундаментальное решение
уравнения (7) имеет двустороннюю оценку

e−ζt 6 x0(t) <
1

F ′(−ζ)e
−ζt, t > 0. (8)

Оценки (5), (6), (8) имеют вид:

N1e
−ζt 6 x0(t) 6 N2e

−ζt, (9)

где N1, N2 > 0. Введём

H(γ) = 1−
supξ∈R+

(eγξT (e−γξ))

F (−γ) , γ ∈ [0, ζ].

Замечание. Показатели экспоненты и постоянные N1, N2 в оцен-
ках (5), (6), (8) являются точными.
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Теорема 4. Пусть для фундаментального решения уравнения
сравнения выполнены оценки (9), H(0) > 0, γ0 — первый поло-
жительный нуль уравнения H(γ) = 0. Тогда для функции Коши
уравнения (1) при всех γ ∈ [0, γ0) справедлива оценка

N1e
−γ(t−s) 6 C(t, s) 6 H−1(γ)N2e

−γ(t−s), t ∈ R+.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего об-
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Об асимптотической устойчивости по
выходу для систем с запаздыванием

Н. О. Седова
Ульяновск, Ульяновский государственный университет

e-mail: sedovano@ulsu.ru

Одной из важнейших задач анализа динамической системы
является исследование ее устойчивости в том или ином смысле.
«Классическое» определение устойчивости начала координат по
Ляпунову в последние десятилетия получило дополнение в ви-
де различных видов устойчивости, которые обобщают свойства
систем, важные для приложений. Одним из таких определений
является устойчивость по выходу. Широко известным частным
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случаем этого определения является устойчивость по части пере-
менных [1, 2]. Такая постановка особенно актуальна при проек-
тировании систем управления и наблюдения: например, в случае
адаптивного управления состояние замкнутой системы включает
как состояние управляемого объекта (которое требуется приве-
сти к началу координат), так и вектор ошибок оценки параметров
(который может, вообще говоря, к нулю не сходиться); при проек-
тировании наблюдателя, напротив, малой должна быть ошибка
наблюдения, при этом к состоянию может никаких требований
не предъявлятся. К задаче устойчивости по выходу сводятся так-
же, например, задачи практической устойчивости и устойчивости
компактного множества, которым также посвящены обширные
исследования.

Задачу устойчивости по выходу рассмотрим для нелиней-
ной системы, описываемой дифференциальным уравнением за-
паздывающего типа:

ẋ(t) = f(t, xt), (1a)

y(t) = h(xt), (1b)

где t ∈ R+, x(t) ∈ Rn, функционал f удовлетворяет условиям
типа Каратеодори [3] и f(t, 0) = 0 для всех t ∈ R+.

Здесь и далее используем следующие стандартные обозна-
чения: R+ = [0,+∞), Rn – n-мерное пространство векторов x =
(x1, . . . , xn)

⊤ с нормой |x|, C = C([−r, 0], Rn) – банахово про-
странство с супремум-нормой ‖ · ‖. Для непрерывной функции
x(t) ∈ C([t0− r, t0+T ), Rn) (t0 ∈ R+, T > 0) элемент xt ∈ C опре-
деляется для любого t ∈ [t0, t0 + T ) формулой xt(s) = x(t + s),
−r ≤ s ≤ 0, ẋ(t) обозначает правостороннюю производную функ-
ции x(t) в точке t. Предполагаем также, что функция h : C →
Rp (p ≤ n) в (1b) липшицева на ограниченных множествах и
h(0) = 0. Для любого начального значения t0 ∈ R+ и начальной
функции x0 ∈ C обозначим x(t; t0, x0) соответствующее решение,
y(t; t0, x0) = h(xt(t0, x0)).

Определение. Cистема (1a) – (1b) называется глобально равно-
мерно асимптотически устойчивой по выходу, если существует
функция β ∈ KL, такая что для всех x0 ∈ C, t0 ∈ R+ выполняется
условие

‖y(t; t0, x0)‖ ≤ β(‖x0‖, t− t0), ∀t ≥ 0. (2)
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Очевидно, что глобальная асимптотическая устойчивость
по выходу сводится к классической глобальной асимптотической
устойчивости, когда h(xt) = x(t). Для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений понятия устойчивости по выходу были рас-
смотрены в [4, 5] в рамках задачи устойчивости от входа к состо-
янию (ISS). В более общей постановке (устойчивость по двум ме-
рам) похожее свойство было изучено в [6]. Для систем с запазды-
ванием определение глобальной асимптотической устойчивости
по выходу было введено (для случая правой части, не зависящей
от времени) в [7].

Для нелинейных систем основным инструментом анализа
различных свойств устойчивости остается прямой метод. При
этом для систем с запаздыванием строится либо функционал
Красовского, либо «классическая» конечномерная функция, для
которой при оценке производной используется либо условие Ра-
зумихина, либо условие типа неравенства Халаная [8]. Основной
вопрос при формулировке достаточных условий по выходу свя-
зан с допустимостью оценок для функционала и его производной,
зависящих от выхода, а не от всего состояния системы. Напри-
мер, знакоопределенность производной функции Ляпунова при
подходящих условиях на саму функцию гарантирует глобальную
равномерную асимптотическую устойчивость начала координат.
В то же время, для глобальной равномерной асимптотической
устойчивости по части переменных знакоопределенность произ-
водной только по этим переменным оказывается в общем слу-
чае недостаточной, даже для автономной системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений; демонстрирующий это при-
мер предложен в [9]. Требования к функционалу, используемому
для анализа системы с запаздыванием, могут отличаться также
выбранными в оценках нормами состояния или выхода [8]. В слу-
чае применения условия Разумихина возникает дополнительная
вариативность; см. обсуждение этого вопроса для устойчивости
по части переменных в [10].

В данной работе предлагаются новые достаточные усло-
вия асимптотической устойчивости по выходу в терминах функ-
ций Ляпунова–Разумихина. Обсуждаются различные возможно-
сти оценок как для самой функции, так и для ее производной в
силу системы (1a) и следствия для частных случаев функции h.
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Осцилляционные свойства
дифференциальной системы и их меры

И.Н. Сергеев
Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова

e-mail: igniserg@gmail.com

Для области G евклидова пространства R
n (n > 1) с мерой

Лебега mes рассмотрим дифференциальную систему вида

ẋ = f(t, x), f(t, 0) = 0, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), 0, x ∈ G, (1)

где f, f ′x ∈ C(R+ × G). Обозначим Bδ ≡ {x ∈ R
n | 0 < |x| 6

δ}, а xf (·, x0) — решение системы (1) с начальным значением
xf (0, x0) = x0.

Расматриваемые ниже свойства развивают понятия и идеи
из работ [1, 2] и являются осцилляционными аналогами массив-
ных стабильностных свойств дифференциальной системы.

Определение 1. Скажем, что система (1) обладает осцилляци-
онным свойством — блуждаемостью, колеблемостью, вращае-
мостью, если при ассоциированных κ = ρ, ν, θ и K = P,N,Θ
выполнено неравенство

κ(f) ≡ lim
t→+∞

lim
x0→0

inf
L∈AutRn

1

t
K(t, Lxf (·, x0)) > 0, (2)

или противоположным осцилляционным свойством — неблуж-
даемостью, неколеблемостью, невращаемостью, если выполнено
равенство

κ̄(f) ≡ lim
t→+∞

lim
x0→0

inf
L∈AutRn

1

t
K(t, Lxf (·, x0)) = 0, (3)

где для каждого t > 0 функционалы блуждаемости, колеблемо-
сти и невращаемости от x ∈ C1([0, t],Rn

∗ ) определим соответ-
ственно так:

a) K(t, x) = P(t, x) ≡
∫ t
0 |(x(τ)/|x(τ)|)

·| dτ — вариация следа
функции x на единичной сфере за время от 0 до t;
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b) K(t, x) = N(t, x) — нормированное (т. е. умноженное на π)
число нулей на промежутке (0, t] функции P1x, где P1 — ортого-
нальный проектор на фиксированную прямую в R

n, причём если
хотя бы один из нулей τ ∈ [0, t] кратен, то считаем выражение
N(t, x) неопределённым;

c) K(t, x) = Θ(t, x) ≡ |ϕ(t, P2x)| — модуль непрерывно-
го по t ориентированного угла ϕ(t, P2x) с начальным значени-
ем ϕ(0, P2x) ≡ 0 между вектором P2x(t) и начальным векто-
ром P2x(0), где P2 — ортогональный проектор на фиксирован-
ную плоскость в R

n, причём если P2x(τ) = 0 хотя бы при одном
τ ∈ [0, t], то считаем выражение Θ(t, x) неопределённым.

Определение 2. Для системы (1) при ассоциированных κ и K
назовем мерой блуждаемости, колеблемости, вращаемости или
соответственно неблуждаемости, неколеблемости, невращаемо-
сти величину

µκ(f) = lim
ε→+0

lim
t→+∞

lim
δ→+0

mesMκ(f, ε, t, δ)

mesBδ

или

µκ̄(f) = lim
ε→+0

lim
t→+∞

lim
δ→+0

mesMκ̄(f, ε, t, δ)

mesBδ
,

где при ε > 0 через Mκ(f, ε, t, δ) или Mκ̄(f, ε, t, δ) обозначены мно-
жества всех значений x0 ∈ Bδ, удовлетворяющих соответственно
условию

inf
L∈AutRn

K(Lxf ( · , x0), t) > εt, inf
L∈AutRn

K(Lxf ( · , x0), t) < εt.

Изучим связи введенных свойств как друг с другом, так и
с их мерами.

Теорема 1. Система (1) обладает блуждаемостью, колеблемо-
стью или вращаемостью тогда и только тогда, когда для ас-
социированного K при некоторых ε, T > 0 и каждом t > T для
некоторого δ > 0 выполнены равенства

K(t, Lxf ( · , x0)) > εt, x0 ∈ Bδ, L ∈ AutRn,
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Теорема 2. Система (1) обладает неблуждаемостью, неколеб-
лемостью или невращаемостью тогда и только тогда, когда для
ассоциированного K при любом ε > 0 существует такое T > 0,
что при каждом t > T для некоторого δ > 0 выполнены нера-
венства

K(t, Lxf ( · , x0)) < εt, x0 ∈ Bδ, L = L(x0) ∈ AutRn.

Теорема 3. Для любой системы (1) показатели (2) и (3) удо-
влетворяют соотношениям

0 6 κ(f) 6 κ̄(f), κ = ρ, ν, θ,

θ(f) 6 ν(f) = ρ(f), θ̄(f) > ν̄(f) = ρ̄(f).

Теорема 4. Никакая система (1) не обладает никакими двумя
противоположными осцилляционными свойствами одновремен-
но.

Теорема 5. Система (1) обладает блуждаемостью (неблужда-
емостью) тогда и только тогда, когда она обладает колеблемо-
стью (соответственно, неколеблемостью).

Теорема 6. Если система (1) обладает вращаемостью, то обла-
дает также блуждаемостью и колеблемостью, а если обладает
неблуждаемостью или неколеблемостью, то обладает также и
невращаемостью.

Теорема 7. Для любой системы (1) меры осцилляционных
свойств существуют и удовлетворяют соотношениям

µκ(f), µκ̄(f) ∈ [0, 1], 0 6 µκ(f) + µκ̄(f) 6 1, κ = ρ, ν, θ,

µθ(f) 6 µν(f) = µρ(f), µθ̄(f) > µν̄(f) = µρ̄(f).

Теорема 8. Если система (1) обладает некоторым осцилляци-
онным свойством, то мера этого свойства равна 1, а противо-
положного — 0.

Теорема 9. При n = 2 существует такая система (1), что ее
меры блуждаемости и колеблемости равны 1, но ни одним из
этих свойств она не обладает.
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Теорема 10. При n = 2 существует такая линейная система
(1), что ее меры сразу всех осцилляционных свойств равны 0 и
ни одним из этих свойств она не обладает.

Теорема 11. При n = 2 для любой линейной системы (1) спра-
ведлива ровно одна из следующих трех цепочек соотношений

µθ(f) = µν(f) = µρ(f) = 1 > 0 = µθ̄(f) = µν̄(f) = µρ̄(f),

µθ(f) = 0 < 1 = µθ̄(f), µθ(f) = 0 = µθ̄(f) = µν̄(f) = µρ̄(f).

Теорема 12. При n = 2 и любом µ ∈ [0, 1] для каждой из трех
цепочек теоремы 11 существует линейная система (1), удовле-
творяющая именно этой цепочке, а если эта цепочка — одна
из двух последних, то выполнены еще и равенства µ = µν(f) =
µρ(f).

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства
науки и высшего образования Российской Федерации, проект № 075-03-2024-
074/5.
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Тамбов, Тамбовский государственный университет
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Через X
.
= (X,�), Y

.
= (Y,�) будем обозначать частично

упорядоченные пространства. Пусть заданы элементы v,w ∈ X
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и множество X0 ⊂ X. Обозначим OX(w)
.
= {x ∈ X : x � w},

OX(X0)
.
=
⋃

∀w∈X0
OX(w).

Напомним, что многозначное отображение F : X ⇒ Y на-
зывают изотонным (антитонным) на множестве X0 ⊂ X, если
для любых v,w ∈ X0 таких, что w � v, и для любого y ∈ F (v)
существует z ∈ F (w), удовлетворяющий неравенству z � y (соот-
ветственно, z � y). Изотонное (антитонным) на всем X отобра-
жение называют изотонным (антитонным).

Отображение F : X ⇒ Y называют упорядоченно накры-
вающим множество Y0 ⊂ Y (см. [1]), если для любого v ∈ X
выполнено вложение OY

(
F (v)

)
∩ Y0 ⊂ F

(
OX(v)

)
.

Обозначим через W n пространство измеримых (по Лебегу)
функций [a, b] → R

n с «обычным» покоординатным порядком.
Для обозначения действия многозначного отображения, имею-
щего компактные в R

m значения, будем использовать символ
→ K(Rm).

Пусть заданы многозначные отображения G : [a, b] × R
n ×

R
n×R

n → K(Rm), B : [a, b] → K(Rn) и диагональная n×n матри-
ца λ = diag{λ1, . . . , λn} такая, что λi 6= 0, ∀i = 1, n. Рассмотрим
дифференциальное включение

G(t, x, ẋ, ẋ) ∋ 0, t ∈ [a, b], (1)

при дополнительном ограничении на искомую функцию

(Lx)(t) .= ẋ(t)− λx(t) ∈ B(t), t ∈ [a, b]. (2)

Обозначим Ln ⊂ W n — пространство суммируемых функ-
ций [a, b] → R

n, ACn — пространство таких абсолютно непрерыв-
ных функций x : [a, b] → R

n, что ẋ ∈ Ln. Определим подмноже-
ство L(B) пространства Ln, содержащее все суммируемые сече-
ния многозначного отображения B : [a, b] → K(Rn), и подмноже-
ство ACL(B) пространства ACn таких абсолютно непрерывных
функций, что Lx ∈ L(B).

Решением системы включений (1), (2) будем называть вся-
кую функцию x ∈ ACL(B), удовлетворяющую включению (1)
при п.в. t ∈ [a, b].

Пусть задан вектор γ ∈ R
n. Рассмотрим периодическую

краевую задачу для системы (1), (2) с условием

x(a)− x(b) = γ. (3)
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Будем обозначать множество ее решений через R, R ⊂ ACL(B).
Для рассматриваемого отображения со значениями G(t, x, v, w)
сделаем замену переменных v = z+λx, w = y+λx. Тем самым по
заданному отображению G определим отображение Gλ : [a, b] ×
R
n × R

n × R
n → K(Rm), Gλ(t, x, z, y) = G(t, x, z + λx, y + λx).

Отметим, что для многозначного отображения Gλ не пред-
полагается выполнение условий Каратеодори. Тем не менее, нало-
женные ниже на Gλ и B условия обеспечат его суперпозиционную
измеримость (см. [2]):
• при любых x, z, y ∈ R

n отображение Gλ(·, x, z, y) : [a, b] →
K(Rm) измеримо;
• при п.в. t ∈ [a, b] и любых y ∈ R

n отображение Gλ(t, ·, ·, y) :
R
n × R

n → K(Rm) непрерывно справа по каждому скалярному
аргументу x1, . . . , xn и z1, . . . , zn;
• при п.в. t ∈ [a, b] и любых x, z ∈ R

n отображение Gλ(t, x, z, ·) :
R
n → K(Rm) непрерывно;

• множество измеримых сечений многозначного отображения
B : [a, b] ⇒ R

n не пусто и интегрально ограничено снизу.
При произвольных q = (q1, . . . , qn) ∈ Ln, c = (c1, . . . , cn) ∈

R
n рассмотрим вспомогательную линейную краевую задачу

Lx = q, x(a)− x(b) = c.

Так как λi 6= 0, ∀i = 1, n, то эта задача при любых q ∈ Ln, c ∈ R
n

имеет единственное решение x = (x1, . . . , xn) ∈ ACn, определяе-
мое формулой

x = W(q, c),

где отображение W : Ln × R
n → ACn – это интегральный опе-

ратор W(q, c) = (W1(q1, c1), . . . ,Wn(qn, cn)), компоненты которого
определяются соотношениями

(Wi(qi, ci))(t) = Xi(t)ci +

∫ b

a
Wi(t, s)qi(s)ds, t ∈ [a, b],

Xi(t) =
eλit

1− eλi
, Wi(t, s) =





eλi(t−s)

1− eλi
, a ≤ s ≤ t ≤ b,

eλi(t−s+1)

1− eλi
, a ≤ t < s ≤ b,

i = 1, n.
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Обозначим D(t)
.
=
{(

W(q, γ)
)
(t) : q ∈W (B)

}
⊂ R

n, t ∈
[a, b], Ω

.
=
{
(t, x, z, y) : t ∈ [a, b], x ∈ D(t), z ∈ B(t), y ∈ B(t)

}
и

определим сужение Gλ
Ω

: Ω → K(Rm) многозначного отображе-

ния Gλ на множество Ω.

Теорема. Пусть задана функция η0 ∈ ACL(B) такая, что

G(t, η0(t), η̇0(t), η̇0(t)) ∩ R
m
+ 6= ∅, t ∈ [a, b], η0(a)− η0(b) ≥ γ.

Пусть также выполнены следующие условия:
• при п.в. t ∈ [a, b] и любых x ∈ D(t), z ∈ B(t) многозначное
отображение Gλ

Ω
(t, x, z, ·) : B(t) → K(Rm) упорядоченно накры-

вает {0} ⊂ R
m;

• для п.в. t ∈ [a, b] и любых z, y ∈ R
n, при i = 1, n таких, что λi >

0, многозначное отображение Gλ(t, x1, . . . , xi−1, ·, xi+1, . . . , z, y) :
R → K(Rm) изотонно, а при i = 1, n таких, что λi < 0, мно-
гозначное отображение Gλ(t, x1, . . . , xi−1, ·, xi+1, . . . , z, y) : R →
K(Rm) антитонно;
• при п.в. t ∈ [a, b] и любых x, y ∈ R

n многозначное отображение
Gλ(t, x, ·, y) : Rn → K(Rm) антитонно.

Тогда задача (1), (2), (3) разрешима, и в множестве LR ⊂
L(B) существует минимальный элемент Lx, x ∈ R, для кото-
рого при п.в. t ∈ [a, b] выполнено (Lx)(t) ≤ (Lη0)(t).

Близкие данной теореме результаты о дифференциальном
неравенстве для двухточечной краевой задаче были получены в
[3, §3.3].

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда № 23–
11–20020, https://rscf.ru/project/23-11-20020/.
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Майорановские состояния в модели Китаева
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Действие гамильтониана H0 на функции

Ψ(n) = (ψ1(n), ψ2(n))
T ,

где T — транспонирование, n = 0,±1,±2, . . . , определяется фор-
мулой

(H0Ψ)(n) =

=

(
−t(ψ1(n+ 1) + ψ1(n− 1)) + ∆(ψ2(n+ 1)− ψ2(n− 1))− µψ1(n)
t(ψ2(n+ 1) + ψ2(n− 1))−∆(ψ1(n+ 1)− ψ1(n− 1)) + µψ2(n)

)
,

t ∈ R,∆ ∈ R. Компоненты ψ1(n) и ψ2(n) функции Ψ(n) описы-
вают, соответственно, электроны и дырки. Положим ε = 2t − µ.
Далее будем предполагать, что t > 0, ∆ > 0, t 6= ∆, 0 < ε ≪
max{∆, t}.

Неэрмитовый потенциал V определим его действием на
функции

V

(
ψ1(n)
ψ2(n)

)
= iγ

(
δn,0ψ1(0) − δn,Nψ1(N)
δn,0ψ2(0) − δn,Nψ2(N)

)
,

где γ — вещественный параметр неэрмитовости, δn,m — символ
Кронекера, N > 1.

Для нахождения и исследования майорановских состояний
(МС) гамильтониана H0 + V будем использовать уравнение

Ψ(n) = −H−1
0 VΨ(n),

полученное из уравнения (H0 + V )Ψ(n) = EΨ при E = 0.
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Теорема 1. При выполнении условия

γ = ±2∆
(
eik+N − eik−N

)−1
,

где

eik+ =
∆− t

∆+ t
+O(ε), eik− = −1 +

ε

2∆
+O(ε2),

существуют два МС, которые описываются функциями

ψ1(n) =
iγ

4∆

((
eik+|n| − eik−|n|

)
(1 + sgn(n))∓

∓i
(
eik+|n−N | − eik−|n−N |

)
(1− sgn(n −N))

)
,

ψ2(n) = − iγ

4∆

((
eik+|n| − eik−|n|

)
(1 + sgn(n))±

±i
(
eik+|n−N | − eik−|n−N |

)
(1− sgn(n −N))

)
.
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Построение приближенных фазовых
траекторий управляемых систем с

многозначными импульсными
воздействиями
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университет имени Г.Р. Державина»
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Доклад посвящен построению приближенных решений
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управляемых дифференциальных систем, подверженных много-
значным импульсным воздействиям, и нахождению оценок по-
грешности таких приближений. Рассматриваются аналитические
оценки точности аппроксимаций. Предполагается наличие из-
вестного множества возможных управлений, которое зависит как
от времени, так и от состояния фазовой траектории в этот момент
времени. Фазовая траектория системы описывает путь, проходи-
мый системой во времени, и определяется начальным состоянием
и выбранными управлениями. Часто найти фазовую траекторию
для управляемой системы с многозначными импульсными воз-
действиями в явном виде не представляется возможным. Поэтому
составляют аппроксимирующую задачу, решение которой явля-
ется приближенной фазовой траекторией. Погрешность прибли-
женной фазовой траектории характеризует отклонение реально-
го поведения системы от вычисленного приближенного решения.

Существует два основных подхода к построению прибли-
женных фазовых траекторий: численные методы (включают ис-
пользование конечно-разностных схем, метода конечных элемен-
тов и др.) и аналитические методы, основанные на асимптотиче-
ском анализе (позволяют получать формулы оценки погрешно-
сти).

В данной работе, при использовании аналитического мето-
да, доказана теорема, которая позволяет получить приближенное
решение управляемой системы с многозначными импульсными
воздействиями, а также оценку погрешности такого приближен-
ного решения.

Рассмотрим управляемую систему для дифференциального
уравнения

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [a, b], x(a) = x.

Это дифференциальное уравнение подвергается мгновен-
ным скачкообразным (импульсным) воздействиям. Значения та-
ких импульсов могут варьироваться в некоторой замкнутой обла-
сти, которая, в свою очередь, также может меняться в зависимо-
сти от состояния текущего процесса. Таким образом, предпола-
гается, что в заданный момент времени tk ∈ (a, b), k = 1, 2, . . . ,m,
решение x : [a, b] → R

n (фазовая траектория) терпит разрыв, ве-
личина которого принадлежит непустому компакту Ik(x(tk)) ⊂
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R
n. При этом на каждом из промежутков (tk−1, tk] фазовая тра-

ектория x является абсолютно непрерывной функцией. Функция
управления предполагается измеримой. Ее значения выбирают-
ся в каждый момент времени из соответствующего компактного
множества допустимых управлений

u(t) ∈ U(t, x(t)), t ∈ [a, b].

В докладе доказана теорема об оценке расстояния от за-
данной кусочно абсолютно непрерывной функции y : [a, b] → R

n

до множества фазовых траекторий системы при всех начальных
значениях из окрестности вектора x. Предполагается, что при
заданном начальном значении x решения x множество фазовых
траекторий априорно ограничено. Теорема позволяет путем под-
бора функции y получить приближенное решение управляемой
системы, а также оценку погрешности такого приближенного ре-
шения. Таким образом, возникает задача о наилучшем выборе y
из некоторого класса кусочно-непрерывных функций. В данной
работе эта задача рассматривается для функций, линейных на
каждом промежутке (tk−1, tk].

При доказательстве теоремы используется понятие сово-
купной априорной ограниченности решений и применяются мето-
ды, рассмотренные в [1]. Близкие подходы с применением априор-
ных неравенств для нахождения оценок решений использовались
в [2] при изучении дифференциальных включений с управлением.

В заключение отметим, что современные исследователи
уделяют значительное внимание вопросам оценки погрешности
управляемых систем с импульсными воздействиями. Например, в
работах Ю.И. Малышева рассмотрены методы анализа устойчи-
вости систем с многошаговыми алгоритмами управления (см. [3]).
А.В. Глушков в работе [4] предложил методику построения оп-
тимальной управляющей стратегии с оценкой максимальной до-
пустимой погрешности. В работе [5] X. Liang и др. предложены
адаптивные алгоритмы управления, позволяющие минимизиро-
вать влияние погрешности путём введения компенсирующих чле-
нов. P. Huo и др. разработали теоретический аппарат для оценки
погрешности стохастических процессов с импульсными возмуще-
ниями (см. [6]).

Таким образом, построение приближенных фазовых траек-
торий дифференциальных уравнений с многозначными импульс-
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ными воздействиями и оценка погрешности таких приближений
являются актуальными задачами в теории управления. Предло-
женные в данной работе методы и полученные результаты при-
менимы к различным классам управляемых систем.
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О методе предельных дифференциальных
включений
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Развивается метод исследования асимптотического пове-
дения решений неавтономных систем, представленных в форме
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дифференциальных включений. Полученные результаты носят
форму обобщений принципа инвариантности Ла-Салля.

Принципом инвариантности обычно называют теорему Ла-
Салля для автономных дифференциальных уравнений, в которой
(в рамках прямого метода Ляпунова) предполагается, что произ-
водная функции Ляпунова неположительна. Вывод, который из
этого следует, состоит в том, что правые предельные множества
решений принадлежат наибольшему инвариантному подмноже-
ству из множества нулей производной функции Ляпунова. Для
неавтономных уравнений на этом пути возникают трудности, свя-
занные с отсутствием свойств типа инвариантности правых пре-
дельных множеств решений, а также с описанием множества ну-
лей производной функций Ляпунова, так как эта производная
зависит не только от x, но также и от переменной t.

Попытки перенести принцип инвариантности на неавтоном-
ные уравнения

ẋ = f(t, x) (1)

привели к понятиям предельных уравнений, порождаемых сдви-
гами (или трансляциями) f τ (t, x) = f(t + τ, x) функций f(t, x).
Сейчас этот подход известен как метод предельных уравнений,
который в сочетании с прямым методом Ляпунова позволяет эф-
фективно исследовать асимптотическое поведение решений неав-
тономных систем. Эти исследования восходят к работам Дж. Сел-
ла [1] и З. Артштейна [2] по топологической динамике неавтоном-
ных дифференциальных уравнений.

Метод предельных уравнений основан на том, что если
x(t) — решение уравнения (1), то равномерный предел y(t) по-
следовательности функций yk(t) = x(t+ tk) удовлетворяет урав-
нению

ẋ = f ′(t, x) (2)

при условии, что f(t+ tk, x) → f ′(t, x) при tk → +∞. Тогда свой-
ства типа инвариантности правых предельных множеств реше-
ний и аналог теоремы Ла-Салля для уравнения (1) может быть
записан в терминах уравнения (2).

При распространении метода предельных уравнений на
неавтономные дифференциальные включения

ẋ ∈ F (t, x) (3)
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прежде всего должен быть решен вопрос о структуре и методах
построения предельных дифференциальных соотношений. Отно-
сительно переменной t предполагается лишь то, что для каждого
фиксированного x многозначное отображение t → F (t, x) имеет
измеримый селектор. В частности, это имеет место в теории раз-
рывных систем при определении решения в смысле А.Ф. Филип-
пова. В этой ситуации при построении предельных отображений
возникают трудности принципиального характера, и возможно-
сти использования каких-либо теорем и фактов математического
(в том числе многозначного) анализа о сходимости функциональ-
ных последовательностей многозначных отображений неочевид-
ны. В наших исследованиях используются предельные диффе-
ренциальные включения

ẋ ∈ F ′(t, x), (4)

где

F ′(t, x) =
⋂

n≥1

co
⋃

k≥n

F (t+ tk, x).

Производная функции Ляпунова V : R1 × Rn → R1 в силу
включения (3) задается в виде

V̇ +(t, x) = sup
y∈F (t,x)

(〈∇xV, y〉+ Vt),

где ∇xV — градиент функции V по переменной x, Vt — частная
производная по t, 〈·, ·〉 — знак скалярного произведения.

Пусть w(t, x) ≥ 0 — измеримая по t и непрерывная по x

функция, такая, что V̇ +(t, x) ≤ −w(t, x). Обозначим

α(x) = lim
t→+∞

inf
t∈(b,+∞)

w(t, x).

Аналог принципа инвариантности может быть записан в терми-
нах включения (4) и множества Ew = {x : α(x) = 0}. Впервые это
было представлено в статье [3], на основе которой в дальнейшем
изучались неавтономные функционально-дифференциальные
включения [4], дифференциальные уравнения с разрывной пра-
вой частью с приложениями к механическим системам с сухим
трением в форме уравнений Лагранжа 2-го рода [5].
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Для уравнения (1) отображение

F ′(t, x) =
⋂

n≥1

co
⋃

k≥n

f(t+ tk, x)

будет, вообще говоря, многозначным. Но, в отличие от метода
предельных уравнений, оно определено при весьма общих усло-
виях, и в равной степени может использоваться для исследования
неавтономных дифференциальных уравнений. Сравнительный
анализ показывает, что если последовательность сдвигов f tk(t, x)
сходится хотя бы поточечно при каждых фиксированных (t, x) к
функции f ′(t, x), то f ′(t, x) = F ′(t, x). Тем более это будет иметь
место в случае сходимости последовательности {f tk(t, x)}, напри-
мер, в компактно-открытой топологии. Если при каждом фикси-
рованном x эта последовательность сходится слабо в простран-
стве L1(T,R

n) классов эквивалентности функций, измеримых по
Лебегу на каждом отрезке T = [a, b], то f ′(t, x) ∈ F ′(t, x). Таким
образом, переход к предельным дифференциальным включениям
обобщает известные методы для неавтономных дифференциаль-
ных уравнений.
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Уточнение теорем Мышкиса о 3/2

К.М. Чудинов
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Рассмотрим линейное неавтономное уравнение с одним со-
средоточенным запаздыванием аргумента

ẋ(t) + a(t)x(h(t)) = 0, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

где a(t) ≥ 0 и h(t) ≤ t. Асимптотические свойства решений урав-
нения (1) естественным образом выражаются через его функцию
Коши [1, с. 115], которую обозначим через C(t, s).

Работа [2] дает ясные представления об условиях устойчи-
вости линейного неавтономного уравнения с запаздывающим ар-
гументом, идущих от известных теорем А.Д.Мышкиса «о 3/2»
[3]. Основные результаты работы [2] применительно к уравне-
нию (1) приобретают следующий вид.

Предложение 1. Если sup
t∈[0,+∞)

t∫
h(t)

a(s) ds ≤ 3/2, то функция Ко-

ши уравнения (1) ограничена.

Предложение 2. Если
+∞∫
0

a(s) ds = +∞ и lim
t→+∞

t∫
h(t)

a(s) ds < 3/2,

то для некоторых N, γ > 0 справедлива оценка функции Коши
уравнения (1)

|C(t, s)| ≤ Ne−γ
∫ t

s
a(τ) dτ . (2)

Заданное Мышкисом направление исследований не следует
считать исчерпанным. Представим условия устойчивости, суще-
ственно уточняющие результаты работы [2].

Пусть µ(τ)
.
=

{
τ, τ ∈ [0, 1],

1, τ > 1.
Заметим, что

3/2∫
0

µ(τ) dτ = 1.
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Теорема 1. Если sup
t∈[0,+∞)

∫ +∞
t µ

(∫ t
h(s) a(ξ) dξ

)
a(s) ds ≤ 1, то

функция Коши уравнения (1) ограничена.

Проиллюстрируем некоторые преимущества теоремы 1 пе-
ред предложением 1, которое является ее следствием.

Пример 1. Положим a(t) ≡ 1 и h(t) =

{
t− c, n ∈ N,

t, n /∈ N.
Реше-

ние уравнения (1) с такими параметрами ведет себя как решение
уравнения без запаздывания. Если c > 3/2, то предложение 1 не
выявляет ограниченности решений уравнения. Теорема 1 нечув-
ствительна к подобным скачкам функции h.

Пример 2. Положим a(t) ≡ 1 и h(t) = 2n для t ∈ [2n, 2n + 2),
n ∈ N. Тогда решения уравнения (1) ограничены:

x(t) = C(−1)n(1− (t− 2n)), t ∈ [2n, 2n + 2), n ∈ N.

При этом sup
t∈[0,+∞)

∫ t
h(t) a(s) ds =

∫ 2n
2n−2 ds = 2 > 3/2, но

sup
t∈[0,+∞)

∫ +∞

t
µ

(∫ t

h(s)
a(ξ) dξ

)
a(s) ds =

=

∫ 2n+2

2n+1
µ

(∫ 2n+1

2n
dξ

)
ds = 1 ≤ 1.

Таким образом, теорема 1 выявляет ограниченность решений
уравнения, предложение 1 — нет.

Замена нестрогого неравенства в теореме 1 строгим и нало-
жение условия несуммируемости коэффициента a(t) на полуоси
не гарантируют оценки функции Коши (2). Уточнение вытекаю-
щих из предложения 2 условий устойчивости уравнения (1) тре-
бует дополнительных требований к параметрам уравнения.

Определение. Уравнение (1) называется

• асимптотически устойчивым, если для любого фиксиро-
ванного s ≥ 0 имеем C(t, s) → 0 при t→ +∞;
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• экспоненциально устойчивым, если для некоторых N, γ > 0
при t ≥ s ≥ 0 имеем |C(t, s)| ≤ Ne−γ(t−s).

Обозначим:

(A) h(t) → +∞ при t→ +∞,

(B)
∫ +∞
0 a(s) ds = +∞,

(C) lim
t→+∞

∫ +∞
t µ

(∫ t
h(s) a(ξ) dξ

)
a(s) ds < 1.

Теорема 2. Если выполнены условия (A), (B) и (C), то уравне-
ние (1) асимптотически устойчиво.

Выполнение никаких двух из условий (A), (B) и (C) не
является достаточными для асимптотической устойчивости. Вы-
полнение всех трёх условий не гарантирует справедливости оцен-
ки (2). Обозначим:

(A1) t− h(t) ≤ R для некоторой константы R > 0,

(B1) a(t) ≥ m для некоторой константы m > 0.

Теорема 3. Если выполнены условия (A1), (B) и (C), то для
функции Коши уравнения (1) выполнена оценка (2).

Теорема 4. Если выполнены условия (A1), (B1) и (C), то урав-
нение (1) экспоненциально устойчиво.

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации, проект FSNM–2023–0005.

1. Азбелев Н.В., Максимов В.П., Рахматуллина Л.Ф. Введение в
теорию функционально-дифференциальных уравнений. М.: Наука,
1991.
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Инварианты систем со многими степенями
свободы с диссипацией

М.В. Шамолин
Москва, МГУ имени М. В. Ломоносова

e-mail: shamolin@rambler.ru, shamolin.maxim@yandex.ru

Представлены новые случаи интегрируемых однородных по
части переменных динамических систем произвольного нечетно-
го порядка, в которых может быть выделена система на касатель-
ном расслоении к четномерному многообразию. При этом сило-
вое поле (генератор сдвига в системе) разделяется на внутреннее
(консервативное) и внешнее, которое обладает диссипацией раз-
ного знака. Внешнее поле вводится с помощью некоторого унимо-
дулярного преобразования и обобщает ранее рассмотренные по-
ля. Приведены полные наборы как первых интегралов, так и ин-
вариантных дифференциальных форм.

Как известно, нахождение достаточного количества тензор-
ных инвариантов (не только автономных первых интегралов) [1,
2, 3] облегчает исследование, а иногда позволяет точно проин-
тегрировать систему дифференциальных уравнений. Так нали-
чие инвариантной дифференциальной формы фазового объема
позволяет уменьшить количество требуемых первых интегралов.
Для консервативных систем этот факт естествен, когда фазовый
поток сохраняет объем с гладкой (или постоянной) плотностью.
Сложнее (в смысле гладкости инвариантов) дело обстоит для си-
стем, обладающих притягивающими или отталкивающими пре-
дельными множествами. Для них коэффициенты искомых инва-
риантов должны, вообще говоря, включать функции, обладаю-
щие существенно особыми точками (см. также [4, 5, 6]). Наш под-
ход заключается в том, что для точного интегрирования автоном-
ной системы порядка m надо знать m− 1 независимый нетриви-
альный тензорный инвариант. При этом для достижения точной
интегрируемости приходится соблюдать также ряд дополнитель-
ных условий.

Ранее [5, 7] важные случаи интегрируемых систем с конеч-
ным числом степеней свободы в неконсервативном поле сил уже
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рассматривались автором. При этом упор делался на нахождение
достаточного количества именно первых интегралов. Но, как из-
вестно, иногда полного набора первых интегралов для систем мо-
жет и не быть, зато достаточное количество инвариантных форм
может быть обеспечено.

Понятия “консервативность”, “силовое поле”, “диссипация”
и др. для систем классической механики вполне естественны. По-
скольку в работе изучаются системы на касательном расслоении
к гладкому многообразию (пространству положений), уточним
данные понятия для таких систем.

Исследование “в целом” начинается с изучения приведен-
ных уравнений геодезических, левые части которых при правиль-
ной параметризации представляют собой ускорение движения
материальной частицы, а правые части приравнены к нулю. Со-
ответственно, величины, которые ставятся в дальнейшем в пра-
вую часть, рассматриваются как обобщенные силы. Такой подход
традиционен для классической механики, а теперь он естественно
распространяется на более общий случай касательного расслое-
ния к гладкому многообразию. Последнее позволяет, в некотором
смысле, конструировать “силовые поля”. Так, например, введя в
систему коэффициенты, линейные по одной из координат каса-
тельного пространства (по одной из квазискоростей системы),
получим силовое поле (генератор сдвига) с диссипацией разного
знака.

Словосочетание “диссипация разного знака” несколько про-
тиворечиво, тем не менее, будем его употреблять. Учитывая при
этом, что в математической физике диссипация «со знаком
“плюс”» — это рассеяние полной энергии в обычном смысле, а
диссипация «со знаком “минус”» — это своеобразная “подкачка”
энергии (при этом в механике силы, обеспечивающие рассеяние
энергии называются диссипативными, а силы, обеспечивающие
подкачку энергии называются разгоняющими).

Консервативность для систем можно понимать в традици-
онном смысле, но мы добавим к этому следующее. Будем гово-
рить, что система консервативна, если она обладает полным на-
бором гладких первых интегралов, что говорит о том, что она
не обладает притягивающими или отталкивающими предельны-
ми множествами. Если же она последними обладает, то будем го-
ворить, что система обладает диссипацией какого-то знака. Как
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следствие этого — обладание системы хотя бы одним первым ин-
тегралом (если они вообще есть) с существенно особыми точками.

В предлагаемой работе силовое поле (генератор сдвига си-
стемы) разделяется на так называемые внутреннее и внешнее.
Внутреннее поле характерно тем, что оно не меняет консерва-
тивности системы. А внешнее может вносить в систему диссипа-
цию разного знака. Заметим также, что вид внутренних силовых
полей заимствован из классической динамики твердого тела.

В данной работе приведены первые интегралы, а также ин-
вариантные дифференциальные формы классов однородных по
части переменных динамических систем произвольного нечетно-
го порядка, в которых может быть выделена система с конечным
числом степеней свободы на своем четномерном многообразии.
При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консерватив-
ное) и внешнее, которое обладает диссипацией переменного зна-
ка. Внешнее поле вводится с помощью некоторого унимодуляр-
ного преобразования и обобщает силовые поля, рассматриваемые
ранее.

Исследование выполнено в рамках государственного задания МГУ
имени М. В. Ломоносова.
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О некоторых свойствах геодезических
отображений слоеного многообразия
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Ташкент, Национальный университет Узбекистана
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Проблему геодезических отображений впервые поставил
Бельтрами в 1865 году, рассмотрев случай отображения двумер-
ного риманова многообразия на евклидову плоскость. Его работа
положила начало изучению таких отображений также для слое-
ных многообразий. Они имеют большое значение в дальнейшем
изучении римановой геометрии, а также в теоретической физике,
в частности в общей теории относительности, где они являются
траекториями тестовых объектов, движущихся в нетривиальной
геометрии пространства-времени, которая заменяет понятие гра-
витационного поля.

Пусть M — гладкое многообразие размерности n.

Определение 1. Многообразие M с некоторым фиксированным
слоением F на нем называется слоеным многообразием, и обозна-
чается через (M,F ).

Если при некотором диффеоморфизме f : M → M образ
f(Lα) любого слоя Lα слоения F является слоем слоения F , то
отображение f называется диффеоморфизмом слоеного многооб-
разия и обозначается через f : (M,F ) → (M,F ) [1].

Определение 2. Диффеоморфизм f : (M,F ) → (M,F ) слоеного
многообразия класса Cr(r > 0) называется геодезическим отоб-
ражением слоеного многообразия (M,F ), если он является геоде-
зическим отображением на каждом слое слоения F , т.е для каж-
дого слоя Lα слоения F суженное отображение f : Lα → f (Lα)
является геодезическим [2].

Пример 1. Пусть M = R3 \ {0}, Lα = {(x; y; z) ∈ R3 : x2 +
y2 = α2 }. Тогда диффеоморфизм f (x, y, z) = (ax, ay, bz) являет-
ся геодезическим отображением слоеного многообразия (M,F ),
где α 6= 0, a, b ∈ R.
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Обозначим через GF (M) множество всех геодезических
отображений класса Cr слоеного многообразия (M,F ) с слоением
F размерности k, r ≥ 0. Множество GF (M) является подмноже-
ством множества всех диффеоморфизмов Diff r(M) многообра-
зия M на себя. Множество Diff r(M) является группой по отно-
шению к суперпозиции отображений. Известно, что отображение,
обратное к геодезическому отображению, также является геоде-
зическим отображением [3]. Поэтому множество GF (M) также
является группой относительно операций суперпозиции отобра-
жений и, следовательно, подгруппой группы Diff r(M). Извест-
но, что группа I(M) изометрий с компактно-открытой тополо-
гией всегда является топологической группой [4]. В [5] доказано,
что группа Diffr(M) с компактно-открытой топологией являет-
ся топологической группой для любого гладкого многообразия.
Отсюда следует, что группа GF (M) геодезических отображений
слоеного многообразия (M,F ) является топологической группой
относительно компактно-открытой топологии.

Пусть {Kλ} — семейство всех компактных множеств, где
каждое Kλ принадлежит какому-либо слою слоения F , и пусть
{Uβ} — семейство всех открытых множеств на M . Рассмотрим
для каждой пары Kλ ⊂ Lα и любого Uβ совокупность всех отоб-
ражений f ∈ GF (M), для которых f (Kλ) ⊂ Uβ . Эту совокупность
отображений будем обозначать через

[Kλ, Uβ ] = {f :M →M |f (Kλ) ⊂ Uβ } .

Это семейство образует предбазу некоторой топологии. Эту то-
пологию будем называть послойной компактно-открытой тополо-
гией или F−компактно-открытой топологией.

Утверждение 1. Группа GF (M) с F−компактно-открытой
топологией является хаусдорфовым пространством.

Утверждение 2. Группа GF (M) с F−компактно-открытой
топологией имеет счетную базу.
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Вариационный подход к построению оценки
перерегулирования линейной системы с

запаздыванием

В.А. Шаршуков
Санкт-Петербург, Санкт-Петербургский государственный

университет, кафедра теории управления
e-mail: v.sharshukov@spbu.ru

Многие физические и социальные процессы моделируют-
ся при помощи дифференциальных уравнений с запаздывающим
аргументом [1, 2]. При решении многих прикладных задач акту-
альным является вопрос качественного поведения системы при
внешнем (управляющем или возмущающем) воздействии. В част-
ности, склонность системы к колебанием может быть охаракте-
ризована величиной перерегулирования [2].

Существуют различные подходы к построению оценки пе-
ререгулирования. К примеру, весьма распространены методы, ос-
нованные на решении линейных матричных неравенств (см., на-
пример, [3, 4]). Основное их преимущество заключается в том,
что вышеупомянутые матричные неравенства могут быть эффек-
тивно решены с использованием методов выпуклого программи-
рования. Недостатком же является то, что полученные оценки
являются достаточно консервативными.
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В этой работе предлагается подход к построению оценки
перерегулирования, основанный на минимизации функционала
полного типа.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с за-
паздыванием

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h), t > 0, h > 0, (1)

где A0, A1 ∈ R
n×n, причём A1 6= 0n×n. Начальные функции

ϕ(t), t ∈ [−h, 0] принадлежат классу PC([−h, 0],Rn) кусочно-
непрерывных функций с равномерной нормой

‖ϕ‖h = sup
θ∈[−h,0]

‖ϕ(θ)‖ .

Будем считать систему (1) экспоненциально устойчивой.
Значит, существуют γ > 1 и σ > 0 такие, что для любого реше-
ния x(t, ϕ) справедлива оценка

‖x(t, ϕ)‖ 6 γe−σt‖ϕ‖h, t > 0.

Отметим, что постоянную γ называют перерегулированием.
Из теории функционалов Ляпунова–Красовского извест-

но [5], что для функционала полного типа

v[ϕ] = ϕT (0)U(0)ϕ(0) + 2ϕT (0)

0∫

−h

UT (h+ θ)A1ϕ(θ)dθ+

+

0∫

−h

ϕT (θ1)A
T
1




0∫

−h

U(θ1 − θ2)A1ϕ(θ2)dθ2


 dθ1+

+

0∫

−h

ϕT (θ) [W1 + (h+ θ)W2]ϕ(θ)dθ

справедлива оценка

α1ϕ
2(0) 6 v[ϕ] 6 α2‖ϕ(θ)‖2h,
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где W0,W1,W2 — симметричные положительно определённые
матрицы, U(τ) — матрица Ляпунова, соответствующая матри-
це W = W0 +W1 + hW2, а α1 и α2 — некоторые положительные
константы. Тогда оценка γ̂ перерегулирования γ может быть най-
дена как

γ̂ :=

√
α2

α1
.

Будем искать α1, минимизируя функционал v[ϕ]. Для ис-
следования вопроса о существовании и единственности экстре-
мали функционала полного типа расширим его на гильбертово
пространство

M2 :=

{(
ϕ0,
Φ(·)

)
∈ R

n × L2([−h, 0),Rn)

}

со скалярным произведением

〈ϕ,ψ〉 = ϕT
0 ψ0 +

0∫

−h

ΦT (θ)Ψ(θ)dθ, ϕ, ψ ∈M2,

где

ϕ0 =

(
ϕ0

Φ(·)
)
, ψ0 =

(
ψ0

Ψ(·)
)
,

и нормой

‖ϕ‖M =
√

〈ϕ,ϕ〉 =
√

‖ϕ0‖2 +
∫ 0

−h
‖Φ(θ)‖2dθ.

Основным результатом настоящей работы является доказа-
тельство следующей теоремы.

Теорема. Функционал v[ϕ] является строго выпуклым на лю-
бом выпуклом подмножестве пространства M2.

Из данной теоремы следует [6], что функционал v[ϕ] до-
стигает наименьшего значения на любом замкнутом множестве
в гильбертовом пространстве M2. Если же это множество так-
же является выпуклым, то элемент ϕ∗, на котором достигается
наименьшее значение, является единственным.
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Таким образом, поставленная вариационная задача может
быть решена известными методами [6].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
№ 23–71–10099, https://rscf.ru/project/23-71-10099/.
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Рассматривается зависящая от малого параметра ε динами-
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ческая система

L

(
d

dt
, t, ε

)
y = 0 . (1)

Здесь L — операторный многочлен

L(p, t, ε) =

= p2n + a1(t, ε)p
2n−2 + a2(t, ε)p

2n−4 + . . .+ an−1(t, ε)p
2 + an(t, ε),

коэффициенты aj(t, ε) которого — это вещественные непрерыв-
ные функции, представимые в виде aj(t, ε) = aj,0 + εϕj(t) ; aj,0 —
константы, функции ϕj(t) предполагаются непрерывными и T -
периодическими.

Многочлен L(p, t, ε) содержит степени только четных по-
рядков. К дифференциальным уравнениям четных порядков при-
водят многие задачи теории управления, теории гамильтоновых
систем и др. Важным направлением исследования таких урав-
нений является задача о введении на них гамильтоновой струк-
туры (см., например, [1]). Большинство исследований направле-
но на изучение указанных вопросов для автономных дифферен-
циальных уравнений. Существенно меньше изучены задачи для
неавтономных и, в частности, для уравнений с периодическими
возмущениями.

В настоящей статье предлагаются новые подходы в задаче
конструирования для неавтономного уравнения (1) эквивалент-
ной динамической системы вида

dx

dt
= (JB + εU(t))x , y = (x(t), c) , x ∈ R2n; (2)

здесь символ (x, c) обозначает скалярное произведение векторов

x, c ∈ R2n, матрица J определена равенством: J =

[
0 I
−I 0

]
, в

котором I — единичная (n × n)-матрица; B — постоянная сим-
метрическая матрица, U(t) — непрерывная и T -периодическая
матрица. Динамические системы вида (2) часто называют квази-
гамильтоновыми системами, в отличие от гамильтоновых си-
стем вида x′ = JBx. Статья развивает исследования, начатые
в [2, 3].
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Стандартная замена z1 = y, z2 = y′, . . . , zn = y(2n−1) сводит
уравнение (1) к эквивалентной системе

z′ = [A0 + εS0(t)]z , y = (z, c0) , (3)

в которой

A0 =




0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 0 . . . 0 1

−an,0 0 −an−1,0 0 . . . −a1,0 0




,

S0(t) = −




0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 0 0
ϕn(t) 0 ϕn−1(t) 0 . . . ϕ1(t) 0



, c0 =




1
0
...
0
0



.

Решения уравнения (1) и системы (3) связаны равенством y(t) =
(z(t), c0).

Рассмотрим также систему

x′ = B(t, ε)x , y = (x, c) , (4)

в которой x, c ∈ R2n, а B(t, ε) — непрерывная и T -периодическая
по t матрица. Системы (3) и (4) будем называть эквивалентными,
если существует невырожденная матрица Q такая, что замена
x = Qz преобразует систему (3) в систему (4). Уравнение (1) и
систему (4) будем называть эквивалентными, если система (4)
эквивалентна системе (3).

При ε = 0 уравнение (1) является автономным: L0

(
d

dt

)
y =

0; здесь L0(p) = p2n + a1,0p
2n−2 + . . . + an−1,0p

2 + an,0 — много-
член. Так как многочлен L0(p) содержит степени только четных
порядков, то этому многочлену с данным набором корней можно
поставить в соответствие одну или несколько нормальных форм
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гамильтоновых матриц с тем же набором собственных значений.
В этой связи напомним, что каждая гамильтонова матрица JB
входит в один и только один класс эквивалентности симплекти-
чески подобных матриц. При этом в каждом таком классе выде-
ляют один представитель, называемый нормальной формой (см.,
например, [1]).

Предлагается следующая схема конструирования для урав-
нения (1) эквивалентной квазигамильтоновой системы. На пер-
вом этапе по корням уравнения L0(p) = 0 определяются возмож-
ные варианты нормальных форм искомой гамильтоновой систе-
мы. Выбирается одна из соответствующих гамильтоновых мат-
риц JB.

На втором этапе задается ненулевой вектор c ∈ R2n и га-
мильтонова система

dx

dt
= JBx , y = (x(t), c) . (5)

Теорема. Пусть гамильтонова система (5) наблюдаема. Тогда
при малых |ε| уравнение (1) эквивавлентно квазигамильтоно-
вой системе (2), в которой U(t) = D−1S0(t)D, а D = D(c) —
матрица наблюдаемости системы (5). Система (3) приводима
к квазигамильтоновой системе (2) невырожденной заменой пе-
ременных z = Dx.

Предложены подходы, позволяющие развить полученные
результаты на более широкие классы динамических систем. Рас-
смотрены некоторые приложения в задачах теории устойчивости
решений нелинейных дифференциальных уравнений с периоди-
ческими коэффициентами в критических случаях.
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